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Alternativer, direkter Beweis Beispiel 36

Satz
Sein € N, n > 3 und n ungerade. Dann lisst sich n als Differenz
zweier Quadratzahlen darstellen.

Beweis:
Man beachte, dass fiir alle m € Ny gilt: f™+(S) C f7(9) !

Die Menge {|f™(S)]; m € N} C Ny ist nicht leer und besitzt
deshalb aufgrund der Wohlordnungseigenschaft ein minimales
Element | f7(.9)].

Damit gilt | £7(S)| < |£7+1(S)].
Wegen f7+1(S5) C #7(S) folgt o

()] = 1S
also auch f7(S) = fr71(9).
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Beweis (Forts.):

Da
s>t>0
n=s-1
r={(s+1)/2

y=(s—1)/2

kann man fiir ungerades n stets s :=n und ¢ := 1 setzen und

erhdlt damit z = (n4+1)/2 und y = (n — 1) /2, die die Behauptung
erfiillen!

|
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Beweis (Forts.):

Da
s>t>0
n=s-1
z=(s+1)/2

y=(s-1/2

kann man fiir ungerades n stets s := n und ¢t := 1 setzen und

erhdlt damit 2 = (n+1)/2 und y = (n — 1)/2, die die Behauptung
erfiillen! O
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Bemerkungen:

ceoaRée»E o nl)] ©6[wx]
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Hid W E S @B G @D -

@ Falls n eine ungerade Primzahl ist, sind s und ¢ eindeutig
bestimmt und es gibt genau eine Lésung fiir z und y.

kY
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Bemerkungen:

@ Falls n eine ungerade Primzahl ist, sind s und ¢ eindeutig
bestimmt und es gibt genau eine Ldsung fiir 2 und .

@ Fiir allgemeine n kann es mehr als eine Lésung geben, z.B. fiir
n=15

&)

s=5,t=3und 15=16—1, oder
15,t=1und 15 =64 — 49.

© Auch fiir gerade n kann es Lésungen geben, z.B.

8=9-1
48 =72-1%
48 =82 42
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4.8 Folgen und Grenzwerte
R bezeichne einen Bereich wie z.B. R, Q, Ny, oder Z.
Definition 37

@ Sei k € Ny U {¢1}. Eine endliche Folge reeller (bzw.

4.7 Einige Sprechweisen

@ Wir sagen
. Eine Bedingung/Eigenschaft A ist hinreichend fiir eine
Eigenschaft B",

falls . -
A= B rationaler, natiirlicher, ganzer) Zahlen
(ai)o<i<k
ist eine Abbildung
{0,1,...,k} 2i—a; €R.
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Sei (ap)n>o eine reelle Folge.
© Sei a € R. Wir sagen
.+ Die Folge (@5 )n>0 konvergiert fiir n — oc nach a*,
und schreiben

it lim a, = a, o
n—0oo

4.8 Folgen und Grenzwerte
R bezeichne einen Bereich wie z.B. R, Q, Ny, oder Z.
Definition 37

@ Sei k € NoU{—1}. Eine endliche Folge reeller (bzw.

rationaler, natiirlicher, ganzer) Zahlen .
falls gilt:

(ai)o<i<k
ist eine Abbildung (Ve > 0 In. € N Vn > n.)[la, — a] < .
{0,1,...,k} 5i—a; €R.
@ Eine unendliche Folge
(a‘n)nzo

ist eine Abbildung

No2n—ap,€R.
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Sei (a;,)n>0 eine reelle Folge. Beispiel 38
° SEi.a € R. Wir sagen ) Sei firn € N a, := %SiIlTL.
. Die Folge (ay)n>0 konvergiert fiir n — oo nach a*, Behauptung:

und schreiben Die Folge (s )new konvergiert (fiir n — oo) gegen 0.
lim a, = a,
n—oo
falls gilt:
(Ve > 0 3dn. € NVn > ne)l|lan — a| < €.

@ Wir sagen
.Die Folge (an)n=0 konvergiert fiir n — 0o gegen 400",
und schreiben
lim a, = +4oo,

n—oo
falls gilt:
(VM € N dnpyr € NVn > ny)a, > M].
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Bemerkungen: 4.9 Das Wachstumsverhalten von Funktionen

Die GroB-O-Notation wurde von D. E. Knuth in der
Algorithmenanalyse eingefiihrt. Sie wurde urspriinglich von Paul
Bachmann (1837-1920) entwickelt und von Edmund Landau
(1877-1938) in seinen Arbeiten verbreitet.

Definition 39 (GroB-O-Notation)

@ Falls es fiir eine Folge (ay,)ncry kein @ € R gibt, so dass
lim a, = a,
n—oo
so sagen wir, , die Folge (a,)n>0 divergiert fir n — oc”.

o f(n) € O(g(n)) (fiir n — o) genau dann, wenn Jc > 0,
ng € N, so dass

(¥n>ng) [|f(n)] < c-g(n)]
. f wéchst bis auf einen konstanten Faktor nicht schneller als g*
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4.9 Das Wachstumsverhalten von Funktionen

Die GroB-O-Notation wurde von D. E. Knuth in der
Algorithmenanalyse eingefiihrt. Sie wurde urspriinglich von Paul
Bachmann (1837-1920) entwickelt und von Edmund Landau
(1877-1938) in seinen Arbeiten verbreitet. i

Definition 39 (GroB-O-Notation)

e f(n)e (’)(_r_/(n)) (fiir n — oc) genau dann, wenn Je¢ > 0,
ng € N, so dass

(Vn > ng) [|f(”:)\ < (“.’J(Nﬂ
. [ wichst bis auf einen konstanten Faktor nicht schneller als ¢*
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4.9 Das Wachstumsverhalten von Funktionen

Die GroB-O-Notation wurde von D. E. Knuth in der
Algorithmenanalyse eingefiihrt. Sie wurde urspriinglich von Paul
Bachmann (1837-1920) entwickelt und von Edmund Landau
(1877-1938) in seinen Arbeiten verbreitet.

Definition 39 (GroB-O-Notation)
@
e f(n) e C/)(,r./(rz)) (fiir n — o) genau dann, wenn de > 0,
np € N, so dass

(Vn > mng) [|f(n)] < c-g(n)]
»f wichst bis auf einen konstanten Faktor nicht schneller als g“
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EA Knuth

Donald Ervin Knuth

Born: 10 Jan 1938 in Milwaukee, Wisconsin, USA R

Previous (Chronologically) Nest Bioeraphies Index

Previous (Alphabetically) Next Main index

Donald Knuth's parents were Ervin Henry Knuth and Louise Marie Bohning. Donald's father Ervin was a school teacher who taught in a Lutheran school. He played a very important role in determining
Donald's interests, and it was through his father that that Donald gained his love for education, music, and mathematics. Ervin played the church organ at the Sunday church services and Donald soen became
a passionate lover of the organ.

Donald attended Lutheran schools and from the special emphasis that wwas placed on English grammar in these schools came Kauth's love of investigating sentence structure. His fascination with this in his first
couple of years of secondary school would lead naturely towards writing computer code when he eventually encountered computers, but this did not happen wntil after his schoel education was complete
During these first years at secondary school there were other signs of where Kmuth's interests would eventually lead. One episode, repeated in most biographies of Kmuth but still worth repeating in this one,
concerns "Ziegler's Giant Bar."

He entered a competition et up by the confectionary mamfacturer Ziegler. The aim was to see how many words could be made with the letters of "Ziegler's Giant Bar® and for the schoolboy Kth this was
exactly the sort of challenge that he loved. He spent o weeks during which he pretended to be ill and, using a dictionary, he came up with 4500 sords. The judges for the competition had orly found 2500
and Knuth was an casy winner. He commented aftersvards that had he thought to use the apostrophe he corld have found many more! His school benefited by recciving a television set as a prize

At hioh schaol Kuth's interasts susra mage directad touards smsic than they suera o mathematics_His nmsical interasts imenhiad hoth nlaving and comnasing smsic_and ha decided at that stage thar he uould

Fertig

4.9 Das Wachstumsverhalten von Funktionen
Die GroB-O-Notation wurde von D. E. Knuth in der
Algorithmenanalyse eingefiihrt. Sie wurde urspriinglich von Paul

Bachmann (1837-1920) entwickelt und von Edmund Landau
(1877-1938) in seinen Arbeiten verbreitet.

Definition 39 (GroB-O-Notation)

e f(n) € O(g(n)) (fir n — oc) genau dann, wenn 3¢ > 0,
no € N, so dass
(V0 > no) [I£()] < e g(n)]
] wachst bis auf einen konstanten Faktor nicht schneller als g“

o f(n) e« (_t/[n)) (ftir » — oo) genau dann, wenn ¥V ¢ > 0
Jdng € N, so dass

(vn >no) [|f(n)| < c-g(n)]
»J wichst echt langsamer als g"
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e f(n) e Q(g(n)) (fiir n — o0) genau dann, wenn Jc > 0,
np € N, so dass

(Y =ng) [|f(n)] = c-g(n) > 0]

., f wichst bis auf einen konstanten Faktor nicht langsamer als ¢

o f(n) € w(g(n)) (fir n — co) genau dann, wenn V ¢ > 0
Jng € N, so dass
(Vn > ng) Uf[n)\ >c-g(n) > l]}

. [ wichst echt schneller als ¢
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Graphische Darstellung von O

¢-g(n) .
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e f(n) e Q(g(n)) (fiir n — o) genau dann, wenn J¢ > 0,
np € N, so dass

(Yn > 770) Uf(n)| >c- g(n) > 0}

. f wichst bis auf einen konstanten Faktor nicht langsamer als ¢"

o f(n) €w(g(n)) (fir n — c0) genau dann, wenn ¥V ¢ > 0
Jng € N, so dass

(Vn > ng) [|f(n)] > c-g(n) > 0]

. J wachst echt schneller als g

e f(n) € ©(g(n)) (fiir n — o0) genau dann, wenn

fln) € O(g(n)) und f(n) € Q(g(n))

. f wichst (bis auf konstante Faktoren) genauso schnell wie ¢'
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Graphische Darstellung von w
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Graphische Darstellung von ©
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]
e f(n) € Quo(g(n)) genau dann, wenn 3 ¢ > 0, so dass fiir

unendlich viele n € N
|f(n)] > c-g(n) >0.

® f(n) € woo(g(n)) genau dann, wenn V ¢ > 0 3 unendlich viele
n € N mit
|f(r)] > c-g(n)>0.

Bemerkungen:
© Man schreibt oft, aber logisch unsauber f(n) = O(g(n)).
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o f(n) € Qo (g(n)) genau dann, wenn I ¢ > 0, so dass fiir
unendlich viele n € N

|f(n)| = c-g(n) >0.
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Rechenzeit in Abhangigkeit von der ProblemgroBe

ProblemgréBe Zeitbedarf
n logn n nlogn n? 2n n!
10 3x107%s 107%s 3x107%s 1077s 10-%s 3x107%s
102 7x107%s 1077s  7Tx1077s  107%s  4x 103 yr *
108 1,0x1078%s 107%s 1x107%s 1073 * *
10t 1,3%x107%s  107%s 1x107%s 107 's * *
10° 1L,L7x107%s  107%s 2x107%s 10s * *
106 2% 1078 107%s  2x107%s 17 min * *

Annahme: eine Operation dauert 1079 Sekunden, log n = log, n
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Bezeichnung von Wachstums-GréBenordnungen

Beispiel 40
Behauptung: n! € O(n")
Beweis:
o(1) konvergiert gegen 0 (VneN)[nl=n(n—-1)---2-1<1-n" ]
O(1) beschrankt durch Konstante
O(logn) logarithmische Funktion
O(log" n) polylogarithmische Funktion
O(n) linear beschrankte Funktion
Upso O (") polynomiell beschrankte Funktion

Uc;o Q(2°*)  (mindestens) exponentielle Funktion
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