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o g — o d o N g
nn 4.6.2 Typ einer Permutation & »
"of Definition 173 "ot

Sei w eine Permutation von 1 Objekten, b;(7) die Anzahl der Zyklen von 7 der Lange ¢
(i=1,...,n) und b(m) die Anzahl der Zyklen von 7, also

Zi sbi(m)=n und Zbi(ﬂ) = b(m).
j i=1

Dann heiBt der formale Ausdruck ¥

1b1(m)gba(m)gba(x) , ., 4 b (w)

der Typ von 7 (Potenzen mit Exponent 0 werden gewdhnlich nicht geschrieben).
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Lemma 176
Es gibt

n
D P
k=1

verschiedene Typen von Permutationen in S,,.
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Lemma 177 =

Es gibt . 9
n!
byl -bol - byl 1k 202

-nbn (Beachte: 0! = 1).

nbn

verschiedene Permutationen in S,, vom Typ 1b1.2b2.
Insbesondere gilt:

n!
k= ) byl byl ... bl 101-202 . .pbn
(b....b) €M™
b

i =

S ibi=n
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o : L. g
Beweis: o

Sei Typ 101 202 _pbn gegeben: s _ &
bn(<1)
N

(b 0)

b1 bo

(D) () () ().

(...
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Lemma 177 =
Es gibt e a
n! g

Tnba
-nbr (Beachte: 0! = 1).

bl-bol - byl 101202 .

verschiedene Permutationen in S,, vom Typ 1b1. 902 .
Insbesondere gilt:

n!

Sk = bl-bgl- .. b l-101 202 . pbn
(b1,...,bn)ENO™ "
S b=k
S ibi=n
und |
mn!
| —
= > bul-bol- ... byl-1b1.262 . . pba

(b1,....bn)ENO™

o

i-b;=n
1

i
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Beispiel 178

Sp1 = TN =41 =24
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4.7 Abzidhlkoeffizienten

4.7.1 Binomialkoeffizienten
Wir hatten bereits:

(1]
n nk
- n >k
( A) iy VYn>k>0
(g) =1 Vn >0

v

Beispiel 178

S51 = 150 .‘51 =41 =24

5! 5!

s2= Y1+ Y=g ptyga g
Typ=1141 Typ=2131
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Weiter definiert man:

(1]
nl:=nl:=0:=1 Vn e C
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ot

4.7 Abzihlkoeffizienten o ‘
4.7.1 Binomialkoeffizienten “m
Wir hatten bereits:
(1]
k
n n—
= — >
(k) N Yn>k>0
(’;) =1 V¥n>0
° |
n mn n
= = >
()= (ly)  wezreo0
o

n—1 n—1
>
(717N s
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Weiter definiert man:

o 7 AW

nd:=n":=00:=1 YneC "
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Lemma 179 o
(ﬁ) ist, fiir k > 0, ein Polynom in = vom Grad k, und es gilt auch fiir alle k € 7 und o | a

(-6
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Lemma 179 =
7) ist, fiir k > 0, ein Polynom in x vom Grad k, und es gilt auch fiir alle k € Z und o ll &
k
reC
ry _ f(xz-—1 n r—1
k) \k—1 k)
Beweis:

Da fiir & < 0 per Definition der Binomialkoeffizienten Gleichheit gilt, betrachten wir

nur k > 0. Es ist dann
z\ r—1 + r—1
k k—1 k

ein Polynom in z vom Grad < k. Fiir alle z € N ist dieses Polynom gleich 0. Ein
Polynom einer Variablen mit unendlich vielen Nullstellen ist aber sicher identisch 0
(Fundamentalsatz der Algebra (Satz 139)).
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Beweis (Forts.): o

Eine weitere Méglichkeit, den Beweis zu fiihren:

=1 = (ko — k) — D

=k (z— 1)Lt (2 — k) (2 - 1)EL
=k-(z—1 g (z— 1)k

a0
Das Pascalsche Dreieck .f
.I

Mlo1 2 3 4 56

0 1

11 1

2 11 2 1

3113 3 1

4 11 4 6 4 1

511 5 10 10 5 1

6 |1 6 15 20 15 6 1
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Das Pascalsche Dreieck ./
I.I
(MHlo1 2 3 4 56
0 |1
111
2 /1 2 1
3013 3 1
4114 6 4 1 0
501510 10 5 1
6 (16 15 20 15 6 1

benannt nach Blaise Pascal (1623-1662).
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o P
a 1] a
Beobachtung:

Die Zeilensumme in der n-ten Zeile ist 2™.

£0)--

n
k=0
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Das Pascalsche Dreieck

(Mlo1 2 3 4 56
01

111

2 11 2 1
3013 3 1
40146 4 10
501510 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1

benannt nach Blaise Pascal (1623-1662).
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4.7 Abzahlkoeffizienten

el

a7
Lemma 180 =
Fiir die Spaltensumme bis zur n-ten Zeile gilt: '(—. §

" /m n-+1
— >
mzo(’“) (k+1) Vn,k >0
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Beweis (Forts.):

Induktionsschluss: n — n 4 1:
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n+1

>

m=0

(x

)

4.7 Abzahlkoeffizienten

l’
O

Beispiel 181 el
I.I
(o1 2 3 4 56
0 1
111
2 |1 2 1
313 3 1
4014 6 4 1
515 10 10 5 1
6 16 15 2 15 6 1
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Beispiel 183 B
Mlo1 2 3 4 5 6 :
01
111
2 |12 1
313 3 1
4014 6 4 1
5015 10 10 5 1
6|16 15 20 15 6 1
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=] = g
Lemma 182 B
Fiir die Diagonalsumme gilt: " a g i
Z(n+k):(m+n+l) YmeNneC
k m
k=0
Beweis:

(Vollstandige Induktion tiber m)
Induktionsanfang: m = 0:

B0

k=0

§)-
()= (5)-
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a7
=

Beweis (Forts.):
Induktionsschluss m +— m + 1:

mi:l(wrk) B i": n+k +(m+n+1)
pr k Pt k m+1
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4.7 Abzahlkoeffizienten

Beispiel 183 o
(o1 2 3 4 56 :
0 1
111
2 |12 1
3013 3 1
4014 6 4 1
5015 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1
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o e

Beobachtungen:

o Negation
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. [= I - | J
Spezialfille des Binomialsatzes: a \__
o T = y = 1: =] . . =}
n a
n
2" =(14+1)"=
1=y (})

(Beweis zur Zeilensumme!)
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Satz 184 (Vandermonde-ldentitat) o
T+y\ " ) Yy
( : )_g(k) (n_k) neNyayeC
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o 1-' d
Satz 184 (Vandermonde-ldentitat) =
r+y\ e ) Yy
( ' )_g(k) (n_k) neNo,ayeC
Beweis:

Seien zunidchst x,y € N.

Zur Verdeutlichung sei z. B. x die Anzahl der Wahlmanner der Demokraten und y die
Anzahl der Wahlméanner der Republikaner. (me) ist dann die Anzahl der
Méglichkeiten, aus (x + y) Wahlméannern n auszuwahlen. Dementsprechend ist (i) die
Anzahl der Méglichkeiten, aus » Demokraten k auszuwihlen, und (nfk) die Anzahl der
Méglichkeiten, aus y Republikanern (n — k) auszuwahlen.

Damit iiberlegt man sich leicht, dass die Formel fiir 2,y € N gilt.
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Satz 184 (Vandermonde-ldentitat) =

T+y i y
()20 () metomec

-3

k=0
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Satz 184 (Vandermonde-ldentitat) = 'L
r+y - e ) Y
() =2 () retomsec
k=0
Beweis:

Seien zunichst x,y € N.

Zur Verdeutlichung sei z. B. x die Anzahl der Wahlmanner der Demokraten und y die
Anzahl der Wahlmanner der Republikaner. (m':y) ist dann die Anzahl der
Méglichkeiten, aus (z + y) Wahlmannern n auszuwahlen. Dementsprechend ist (;’;) die
Anzahl der Maglichkeiten, aus = Demokraten k auszuwahlen, und (nfk) die Anzahl der
Méglichkeiten, aus y Republikanern (1 — k) auszuwahlen.

Damit iiberlegt man sich leicht, dass die Formel fiir 2,y € N gilt.
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4.7 Abzahlkoeffizienten

4.7.2 Stirling-Zahlen der ersten Art o
Lemma 185 "of
Mit den zusétzlichen Festlegungen
SO,O =1
und
Spkpk=0 k£E<0.n>0
gilt:

Sk = Sp—1h—1+ (—1) - sp_1k Vn,k>0.
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4.7 Abzahlkoeffizienten

Beweis: .
Fiir Permutationen auf {1,... n} mit k Zyklen gilt: T g

Entweder: n bildet einen Zyklus der Lange 1:
™= (* P

—

Permutation auf
1,...,n—

mit (k — 1) Zyklen

Dafiir gibt es 5,1 1 Mdglichkeiten.
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B ST 4.7.2 Stirling-Zahlen der ersten Art
Beweis (Forts.): fa " Lemma 185
Oder: n ist in einem Zyklus der Linge > 2 enthalten. Mit den zusatzlichen Festlegungen
Streiche n aus dieser Permutation: s =1
N S b und
7= (x w7 (% w) L (% ) k=0 k<0n>0
Permutation auf
{L...,n—1} gilt:
mit k Zyklen Spk = Sp—1 k-1 T (n — 1) CSp_lk VTL, kE>0.
Die + bezeichnen Stellen, an denen n gestrichen worden sein kénnte (immer hinter der
jeweiligen Zahl, da (¥x---x) zyklisch mit (*- - - ) identisch ist). Dafiir gibt es n — 1
mogliche Stellen.
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Stirling-Dreieck der ersten Art s m= Otirling-Dreieck der ersten Art
o o] o
Spk | 01 2 3 4 5 6 Spp |01 2 3 4 5 6
0 |1 0 |1
1 /0 1 1 /0 1
2 |0 1 1 2 |10 1 1
3 10 2 3 1 3 10 2 3 1
4 |10 6 11 6 1 4 /0 6 11 6 1
5 [0 24 50 35 10 1 5 [0 24 50 35 10 1
6 |0 120 274 225 85 15 1 6 |0 120 274 225 85 15 1

Spk = Sn—1k—1 + (n - 1) *Sp—1k an k>0

Diskrete Strukturen
m ©Ernst W. Mayr

Sn.k = Sn—1k—1 + (7’2. - 1) Sp—1k
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Vn,k >0




Es gilt:

(_1)n—k Sk - .’Ek

5

I
NE

(Vn € N) [zﬂ

il
(=}
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