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Lemma 211 (Partielle Summation)

Es gilt:
YA =F-g-> (Eg)-Af).
Bemerkung zur Notation:
Beweis: Bei der Darstellung
S (fAg) =19 ((Eg)-Af)
ist zu beachten, dass die diskrete Stammfunktion nur bis auf additive Konstanten
bestimmt ist, links und rechts also eigentlich Klassen von Funktionen stehen (wie bei
den Landau-Symbolen).
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Berechne . ntl
n k k “H, = Z ! H
Z ( ) Hk =1 m k= m * |
m = -

fir m > 0.
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Beweis:
f(z) kann als Polynom vom Grad n eindeutig in der Form
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geschrieben werden (2% ist Basis!).
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Lemma 213 (Newton-Darstellung von Polynomen)

Sei f(x) ein Polynom vom Grad n. Dann gilt:
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fx)

DT =AY (A) '
k=0

k=0

Wir haben in Beispiel 210 gesehen, dass
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Beispiel 214
Wir haben in Beispiel 210 gesehen, dass

i=0
Also gilt auch
kU Sppe = AFa"| = (E-1)*a"|
k N b [k
_ (Z(_l)k_z(i)Ez)ancfo _ Z( l)k—l (Z) in ,
=0 =0

und damit auch
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4.9 Inversion
4.9.1 Basisfolgen

Definition 215

Eine Folge (pp(x), p1(x),...) von Polynomen p;(z) heiBt Basisfolge, falls
deg(p;) =1 fur alle 1.

Bemerkung: pp # 0, da wir fiir p(z) = O festlegen: deg(p) = —1.
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4.9 Inversion
4.9.1 Basisfolgen

Definition 215
Eine Folge (po(2), p1(x),...) von Polynomen p;(x) heiBt Basisfolge, falls

deg(p;) =i fiir alle 4.
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Beobachtung: (p;(x)),., sei eine Basisfolge. Dann kann jedes Polynom f(x) € Rlz]
vom Grad n eindeutig dargestellt werden als

F@) =" fi-pilx)
=0

mit f@ cR.
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4.9.2 Zusammenhangskoeffizienten

Seien (pi(m))pg und (q,-(m))l.>D Basisfolgen. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
a,  und b, i, € R (die sogenannten Zusammenhangskoeffizienten), so dass fiir alle

n, k € Ny gilt: Lemma 216
Seien die a1, by, 1, wie oben, A = (a;;)o<; j<n und B = (b;j)o<ij<n, dann ist

AB=1

(I ist die n 4 1-dimensionale Einheitsmatrix.)
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4.9.2 Zusammenhangskoeffizienten Satz 217

Seien ay,  und by, i, n, k € Ng, die zu zwei Basisfolgen gehdrenden

Zusammenhangskoeffizienten. Dann gilt:

Seien (pi(x))po und (q,-(:z:))l.>D Basisfolgen. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
p o und by, g eR (die sogenannten Zusammenhangskoeffizienten), so dass fiir alle

n, k € Ny gilt: (vn € Np) |:7-"n, = Za”*’“ -u;{| gdw (Yn € No) |up = an,k . v;c:|
o k=0 k=0
"
QH(I) = Zan,k pk(‘T)
k=0
(2]

Pu(z) = an,k - qr()
k=0
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4.9.3 Die Binomialinversion

Der Binomialsatz ergibt:

.L’n:(1—1)+1

(z —1)"

me
Betrachte die beiden Basisfolgen

(Uk)kzo = (mk)kzo und (uk)kzo = ((z - l)k)kzo'

Satz 217 liefert:
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Beispiel 218

Sei d(n, k) die Anzahl der Permutationen € S, mit genau k Fixpunkten.

n R n E n—k
-y ( ) (z— 1) (¥n € No) ["Un =3 (A) . uk} und (¥n € Ng) {un = (-1)
o k=0 k=0
Z —1)nk -ak i fetean i 1y, o

Fiir ,Puristen": Ersetze u,, durch (—1)" - u,,. Dann gilt:
k=0
(Vn € Ng) {vn = kz_;)(—l)k (Z) »uk} und
(¥n € No) [un = Sk_o(=1)*(;) - vi]
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Dy, :=d(n,0). D, :=d(n,0) .

(Die Anzahl der sog. derangements).

(Die Anzahl der sog. derangements).

=S d(n k)= zn: (:) Dy 2t zn: (Z) Dy

k=0 k=0

Diskrete Strukturen Diskrete Strukturen 4.9 Inversion
©Ernst W. Mayr (@©Ernst W. Mayr

Sei d(n, k) die Anzahl der Permutationen € .S;, mit genau % Fixpunkten.



ma

Beispiel 218

Sei d(n, k) die Anzahl der Permutationen € S,, mit genau k Fixpunkten.

Dy, :=d(n,0) .
(Die Anzahl der sog. derangements).

n o n n k»—)_nfk n n
n!:;d(n’ln)—k (k)Dn,k z Z(k)Dk

=0 k=0
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Sei d(n, k) die Anzahl der Permutationen € S,, mit genau k Fixpunkten.

Dy, :=d(n,0).

(Die Anzahl der sog. derangements).

" " n kn—k " n
n!:%d(n?k)z (k)DH = Z(k)Dk

k=0 k=0
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Mit der Binomialinversion gilt:

D, = i(—l)”’k : (Z) k!

k=0
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Mit der Binomialinversion gilt:
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4.9.4 Stirling-Inversion

Betrachte die Basisfolgen (2" )n>0 und (2%),>0. Wie wir bereits gesehen haben, gilt:

n
" = Z Sk .
k=0
n
= Z(—l)”’k CSnk zF

i
(=}
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4.10 Erzeugende Funktionen

Definition 219

Zu einer Folge (a;);>0 mit a; € R ist die zugehorige (gewdhnliche) erzeugende
Funktion die formale Potenzreihe

Az) = iai 2
i=0
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4.10 Erzeugende Funktionen
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4.9.4 Stirling-Inversion

Betrachte die Basisfolgen (2" )n>0 und (2%),>0. Wie wir bereits gesehen haben, gilt:

n
" = z Sk .ok
k=0
n
Tt = Z:(—l)"’]g CSpk zF

iy
o

Daraus lasst sich die Stirling-Inversion ableiten:

n n
(Vn e Np) |v, = ZS"J“ . uk} gdw (vn € No) |u, = Z(—I)"‘ksn’k - Up
k=0 k=0
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4.10 Erzeugende Funktionen

Definition 219

Zu einer Folge (a;);>0 mit a; € R ist die zugehorige (gewshnliche) erzeugende
Funktion die formale Potenzreihe

A(z) = iai o2t
i=0
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Beobachtungen: Die formalen Potenzreihen bilden einen Ring: Satz 220

Eine formale Potenzreihe

A(z)+ B(z) = Z(ai +b;)z2! Alz) = Z an - 2"

. n>0
>0 =z

- A(z) = E(c al)zi besitzt ein multiplikatives Inverses genau dann, wenn ag # 0.
i>0
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] Geometrische Reihe:
Beweis (Forts.): A(2) = 2 :z”

Seien induktiv by, by, ..., b,_1 bereits bestimmt. Dann folgt aus n>0

[2"] (A(z) : B(z)): Zn:ak by =0 > 1
k=0

(dabei bezeichnet [2"](...) den Koeffizienten von 2™ in (...)) folgende Formel:

1<
b =—E by
n a0 k:1ak n—k
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