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=i Laufzeitanalyse

Beispiel: Binare Suche

Aber: Wie groB3 ist die Anzahl der Schleifendurchlaufe k?

GréB3e des verbliebenen Suchintervalls (r — £ + 1) nach Iteration i

S, = n

Lsi/2]

IA

Sit+1

Bei s; < 1 endet der Algorithmus.

= k<logyn

Gesamtkomplexitdt: O(log n)

Effizienz Laufzeitanalyse

Beispiel: Binare Suche

BinarySearch(A, n, x)

Input : n: Anzahl der (sortierten) Zahlen
A[0],...,A[n —1]: Zahlenfolge
X: gesuchte Zahl

Output : Index der gesuchten Zahl

£ =0; o(1)
r=n-1; o(1)
while (¢ < r) do 0Ly T())
m=(r+¢)/2]; o)1
if A[m] == x then return m; o(1)
if A[m] < x then £ = m +1; o(1)
elser=m-1; o(1)
return —1 _o()
O(Ei41) = O(k)
H. Taubig (TUM) . Gp SS12 84/631

=){FCI PN Laufzeitanalyse

Beispiel: Bresenham-Algorithmus

Bresenham1
x=0;, y=R; o)
plot(0, R); plot(R, 0); plot(0, —R); plot(-R, 0); o)
e x sy o)
while x < y do ok Tl
if F <0 then (Ziza T(D)
| F=F+2«x+1;
else
F=F+2+x—-2xy+2; o5 O(1
y=y-1; alles O(1)
X=x+1;
plot(x, y); plot(—x, y); plot(-y, x); plot(-y, —x);
| plot(y, x); plot(y, —x); plot(x, —y); plot(—x, —y);

Wie groB ist Anzahl Schleifendurchlaufe k? O(Li, 1) =0(k)



Effizienz Laufzeitanalyse Effizienz Laufzeitanalyse

Beispiel: Bresenham-Algorithmus Beispiel: Bresenham-Algorithmus

Bresenhamf
@ Betrachte dazu die Entwicklung der Wert der Funktion x=0; y=h o(1)
plot(0, R); plot(R, 0); plot(0, —R); plot(-R, 0); o(1)
_5 .
o) =y whid x <y do o,
o, T
if F < 0 then (Lt (D)
| F=F+2xx+1;
@ Anfangswert: ¢@o(x,y)=R |
° Monotoﬂnie: verringert si.ch pr.o Durch.lauf um mindestens 1 € Se,_- CF424x—2xy+2:
@ Beschrankung: durch die while-Bedingung x < y y=y-1: alles O(1)
bzw. 0 <y — x
X=x+1;
plot(x, y); plot(=x, y); plot(=y, x); plot(-y, —x);
= maximal R Runden | plot(y, x); plot(y, —x); plot(x, —y); plot(—x, —y);
Wie groB ist Anzahl Schleifendurchlaufe k? O(Li, 1) =0(k)
H. Taubig (TUM) S§'12  87/631 H. Téubig (TUM) . Gp SS12  86/631
=i Laufzeitanalyse =H{FCIEAS  Laufzeitanalyse
Beispiel: Bresenham-Algorithmus Beispiel: Fakultatsfunktion
@ Betrachte dazu die Entwicklung der Wert der Funktion fakultaet(n)
Input :nelN,
if (n == 1) then o(1)
L return 1 o(1)
. _ else
° Anfangsvyert. (_PO(X’V)_* R ) | return n« fakultaet(n— 1) o1+...7)
@ Monotonie: verringert sich pro Durchlauf um mindestens 1
@ Beschrankung: durch die while-Bedingung x < y @ T(n): Laufzeit von fakultaet(n)
bzw. 0 <y —x e T(1)=0(1)
@ T(n)=T(n-1)+0(1)
= maximal R Runden = T(n) =0(n)
H. Taubig (TUM) 8§12 87/631 H. Téubig (TUM) e Ss'12  88/631




Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Ubersicht

© Effizienz

@ Durchschnittliche Laufzeit

H. Taubig (TUM)

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung

Analyse:

@ Sei 1, die Menge der n-Bit-Instanzen.

@ F(ir die Halfte (1/2) der Zahlen x,_1...xp € Tpist xo = 0

= 1 Schleifendurchlauf

8§12

89 /631

e Fir die andere Halfte gilt fir die Halfte (also insgesamt 1/4) der

Zahlen x{xg = 01
= 2 Schleifendurchlaufe

@ Fiir den Anteil (1/2)% der Zahlen gilt xx_{xx_5... %0 = 01...1

= k Schleifendurchlaufe

H. Taubig (TUM)

S§§8'12

92 /631

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung

increment(A)

Input : Array A mit Binarzahl in A[0]... A[n—1],
in A[n| steht eine 0
Output : inkrementierte Binarzahl in A[0]...A[n]
i=0;
while (A[i] == 1) do
Alil =0;
i=i+1;
Alll=1;

Durchschnittliche Laufzeit fir Zahl mit n Bits?

H. Taubig (TUM)

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung

Durchschnittliche Laufzeit:

t(n) =

H. Taubig (TUM)

s§'12

§512
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Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Lemma

H. Taubig (TUM) SS12  94/681
Effizienz Durchschnittliche Laufzeit
Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Lemma
ok <5 2
Y. 5 <
k=1
Beweis.
Induktionsanfang: Flr n =1 gilt:
Lk 142
Ya-ze-E
k 21
k=1
Induktionsvoraussetzung: Fur n gilt:
n
k
Z X< o_ n2—:2
=2
H. Taubig (TUM) GAD S§'12 94 /631

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung

Lemma

n
La<e

Beweis.

Induktionsanfang: Fur n = 1 gilt:

1
k 142
Z;_kZES of v

94 /631

H. Tdubig (TUM) GAD $812
Effizienz Durchschnittliche Laufzeit
Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Beweis.
Induktionsschritt: n— n+ 1
fi k {i k }+ n+1
ok ok | T onr1
k=1 2 k=1 2 2t
n+2 n+1
< 2- on + o (laut Ind.vor.)
_ 5 2n—+4 n+1_2 2n+4—-n-1
- ~ ontt ont1 — < on+1
_ n+3
- - on+1
_ (n+1)+2
= 2-
DJ
H. Téubig (TUM) e ss12  95/631




Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Beispiel: Binarzahl-Inkrementierung
Lemma

=1

Beweis.
Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt:

1
k 1+2
Z;_kzﬁs of 4

Induktionsvoraussetzung: Far n gilt:

H. Taubig (TUM) GAD 8§12

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Zufallsvariable

Definition
Fur einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Gber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

H. Taubig (TUM)
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o

96 /631

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Zufallsvariable

Definition

Fir einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q2 nennt man

eine Abbildung X : Q— R (numerische) Zufallsvariable.

H. Taubig (TUM)

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Zufallsvariable

Definition
Fur einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge Q nennt man
eine Abbildung X : Q+— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Uber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
Wy = X(Q) ={xeR|Jw e Q mit X(w) = x}

ist ebenfalls endlich bzw. abz&hlbar unendlich.

H. Taubig (TUM)
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Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Zufallsvariable

Definition

Fur einen Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnismenge © nennt man
eine Abbildung X : Q— R (numerische) Zufallsvariable.

Eine Zufallsvariable Gber einer endlichen oder abzahlbar unendlichen
Ergebnismenge heif3t diskret.

Der Wertebereich diskreter Zufallsvariablen
Wy = X(Q) ={x e R|Jw € Q mit X(w) = x}
ist ebenfalls endlich bzw. abz&hlbar unendlich.

Schreibweise: Pr[X = x| =Pr[X'(x)]= )  Prlw]

we X(w)=x

'

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

H. Taubig (TUM)

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro fur Herz, 7 Euro fur Karo,
—5 Euro fir Kreuz und —3 Euro fir Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q=IVA,0K,...,02,0A,0K,...,02,&A,aK,... a2, 8A aK,. . . a2}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

H. Taubig (TUM)

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro flr Herz, 7 Euro fur Karo,
—5 Euro fir Kreuz und —3 Euro fur Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusétzlich 1 Euro.

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

H. Taubig (TUM)

Zufallsvariable

Beispiel
Wir ziehen aus einem Poker-Kartenspiel mit 52 Karten (13 von jeder
Farbe) eine Karte.

Wir bekommen bzw. bezahlen einen bestimmten Betrag, je nachdem
welche Farbe die Karte hat, z.B. 4 Euro flir Herz, 7 Euro fir Karo,
—5 Euro fir Kreuz und —3 Euro fiir Pik.

Wenn wir ein As ziehen, bekommen wir zusatzlich 1 Euro.

Q={VA,0K,...,02,0A,¢0K,...,02,&A, &K, ..., a2 aA, aK,. . . 42}

X sei der Geldbetrag den wir bekommen bzw. bezahlen.

WX = {_5: _4r _31 _2r 41 51 71 8]
Pr{X = —3] = Pr[aK] + ...+ Pr[#2] = 12/52 = 3/13

H. Taubig (TUM)



Effizienz Durchschnitiliche Laufzeit
Erwartungswert
Definition
Flir eine (diskrete) Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert

als
E(X]:= ) x-PriX=x]= ) xfx(x)

xeWy xeWy

sofern Y. ,cw, x| - Pr{X = x] konvergiert.

H. Taubig (TUM)

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit

Erwartungswert zusammengesetzter Zufallsvariablen

Satz (Linearitat des Erwartungswerts)

Fir Zufallsvariablen Xs, . .., X, und
X:i=a1Xi+...+anXn
mitay,...,an € R gilt
E[X] = a:E[X1] + ... + anE[Xq]. )

Interessant ist flir uns vor allem der einfache Fall:
X=Xi+...+ X,
mit

E[X] = E[Xq] + ...+ E[X,].

H. Taubig (TUM)

Effizienz Durchschnittliche Laufzeit
Erwartungswert
Definition
Fur eine (diskrete) Zufallsvariable X ist der Erwartungswert definiert

als
EX] = Y x-PrX=x]= ) x-fx(x)

xeWyx xe Wy

sofern ¥ cw, x| - Pr[X = x] konvergiert.

Beispiel
(Beispiel wie zuvor)

12 1 12 1
E[X] 45—2+5 §+7 5—2+85—2
12 12 1 43
H8) gt () gt (B (D 5= |
H. Taubig (TUM) . Gp SS12  98/631



