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Graphen Kirzeste Wege

Dijkstra-Algorithmus fir SSSP

Input:G=(V,E), ¢: E—> Ry, s€V
Output : Distanzen d[v]von s zu allenv € V

dlv] =coforallve V\s;

d[s] =0; pred[s] = L;

pg=<); pg.insert(s,0);

while —pg.empty() do

v = pg.deleteMin(); (===
forall the (v, w) € E do
newDist = d[v] + ¢c(v, w);
if newDist < d[w] then

else pqg.decreaseKey(w, newDist);

pred[w]| = v;
if d[w] == oo then pq.insert(w,newDist)%
d[w] = newDist;

H. Taubig (TUM)
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527 /638

Graphen Kirzeste Wege

Kurzeste Pfade: SSSP / Dijkstra

Dijkstra-Algorithmus
Input:G=(V,E), ¢c: E—-TR, seV
Output : Distanzen d(s,v) zu allen v e V

Cd(s,v)=coforall ve V\s;

d(s,s)=0; _pred(s) =0;

while P # V do
v = &igmidyer(d(s, v));
P=PuUv, T=T\v;
forall the (v, w) € E do
if d(s,w) > d(s, v) +.¢(v, w) then
d(s,w)=d(s,v) +c(v,w);
L pred(w) = v;

H. Taubig (TUM) 526 /638

Bl Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen

Fle Edit View Go Hep

Dijkstra-Algorithmus flir SSSP
Input: G=(V,E), ¢: E— Ry, s€V
Output : Distanzen d[v] von s zu allen v € V

dlv]=coforallve V\s;
d[s] =0; pred[s] = 1;
pg = (); pq.insert(s,0);
while —pg.empty() do

v = pg.deleteMin();
forall the (v,w) € E do
newDist = d[v] + c(v, w);

——
—_—

if newDist < d[w] then
pred[w] = v;
if d{w] == co then pg.insert(w, newDist);

else pg.decreaseKey(w, newDist);
d[w] = newDist;




Fle Edit View Terminal Help

ttt@ttt-laptop: ~ cd Desktop/

ttt@ttt-laptop: ~/Desktop$ evince GAD. pdf

Xlib: extension "RANDR' missing on display ":1.0"

ttt@ttt-laptop: ~/Desktop$ evince GAD. pdf &

[1] 1e83

ttt@ttt-laptop: ~/Desktop$ Xlib: extension "RANDR" missing on display ":1.@"
~c

[1]+ Done svince GAD. pdf
tttgttt-laptop: ~/Desktop$ evince GAD pdf & evince gads. pdf
[1] 1743

¥lib: extension "RAMDR" missing on display ":1.0"
¥lib: extension "RANDR' missing on display ":1.0"

Fle Edit View Terminal Help

ttt@ttt-laptop ~§ cd Desktop/
ttb@ttt-laptop: ~/Desktop$ evince
¥Lib: extension "RANDR" missing
ttt@ttt-laptop: ~/Desktop$ evince
[1] 1683

ttt@ttt-laptop: ~/Desktops Xlib
~C

[1]+ Done evil

tttgttt-laptop: ~/Desktop$ evince
[1] 1745

Klib: extension "RANDR" missing
Xib: extension "RANDR" missing

foll

Dijkstra-Algorithmus

Beispiel:

GAD. polf
on display ":1.0"
GAD. pelf &

extension "RANDR" missing on display ":1.0"

nce GAD. pdf
GAD. pdf & evince gada. pdf

on display ":1.0"
on display ":1.0"




Graphen Kirzeste Wege Graphen Kirzeste Wege

Dijkstra-Algorithmus Dijkstra-Algorithmus

Beispiel: Beispiel:

H. Taubig (TUM) GAD SS12  531/638

clELUEUI  Kiirzeste Wege ICELUCUI  Kiirzeste Wege

Dijkstra-Algorithmus Dijkstra-Algorithmus

Beispiel: Beispiel:

H. Taubig (TUM) GAD s§'12 534 /638




Graphen Kirzeste Wege Graphen Kirzeste Wege

Dijkstra-Algorithmus Dijkstra-Algorithmus

Beispiel: Beispiel:

H. Taubig (TUM)

Graphen

Graphen Kirzeste Wege

Kirzeste Wege

Dijkstra-Algorithmus Dijkstra-Algorithmus
Beispiel:
Korrektheit:
@ Annahme: Algorithmus liefert fir w einen zu kleinen Wert d(s, w)
@ sei w der erste Knog, far den die Distanz falsch festgelegt wird
(kann nicht s sein, n die Distanz d(s, s) bleibt immer 0)
@ kann nicht-seirs-weil d(s, W nur dann aktualisiert wird, wenn man
Uber ein hon erreichten Knoten v mit Distanz d(s, v)
den Knoten w Uber die Kante (v, w) mit Distanz d(s, v) + ¢(v, w)
erreichen kann

@ d.h. d(s, v) misste schon falsch gewesen sein (Widerspruch zur

Annahmeﬁl’S’S‘WWlscher Distanz war)

H. Taubig (TUM)



Graphen Kirzeste Wege Graphen Kirzeste Wege

Dijkstra-Algorithmus Monotone Priority Queues

0\4 v+ C(V{W)
Beobachtung: ot

@ aktuelles Distanz-Minimum der verbleibenden Knoten ist beim
Dijkstra-Algorithmus monoton wachsend

@ setze Startwert d(s, s) = 0 und zunachst d(s, v) = o

@ verwende Prioritdtswarteschlange, um die Knoten zusammen mit
ihren aktuellen Distanzen zuspeichern

Monotone Priority Queue
@ Folge der entnommenen Elemente hat monoton steigende Werte
o effizientere Implementierung mdglich, falls Kantengewichte

@ am Anfang nur Startknoten (mit Distanz 0) in Priority Queue

@ dann immer nichsten Knoten v (mit kleinster Distanz) entnehmen,

end Distanz dieses Knotens v steht nun fest ganzzahlig
@ U& PALA
e betraclge alle Nachbarn von v, Annahme: alle Kantengewichte im Bereich [0, C]
fuge si€ ggf. in die PQ ein bzw. — - = —
aktualisiere deren Prioritat in der PQ Konsequenz fir Dijkstra-Algorithmus:
‘ = enthaltene Distanzwerte immer im Bereich [d, d + C]|

Graphen Kirzeste Wege

(€L Kirzeste Wege

Bucket Queue Bucket Queue

@ jeder Knoten v mit aktueller Distanz d[v]
in Liste B (C+1)]

@ alle Knoten'in Liste B[d] haben dieselbe Distanz, weil
aktuellen Distanzen im Bereich [d, d + C] liegen

@ Array B aus C + 1 Listen
@ Variable dy, flir aktuelles Distanzminimum mod(C + 1)

J

lo]1]2]3] | c]

:

@
@

H. Taubig (TUM) GAD §512 544 /638 H. Taubig (TUM) S§§8'12 545/ 638
g



Graphen Kirzeste Wege

Bucket Queue

@ Array B aus C + 1 Listen

@ Variable dy,, flr aktuelles Distanzminimum mod(C + 1)
fadi~

H. Taubig (TUM)

Graphen Kirzeste Wege

Dijkstra mit Bucket Queue

insert, decreaseKey: O(1)
deleteMin: O(C)

Dijkstra: O(m + C - n)

lasst sich mit Radix Heaps noch verbessern
verwendet exponentiell wachsende Bucket-GréBen

Details in der Vorlesung Effiziente Algorithmen und
Datenstrukturen

Laufzeit ist dann O(m + nlog C)

H. Taubig (TUM)

Graphen Kirzeste Wege

Bucket Queue

@ jeder Knoten v mit aktueller Distanz d[v]
in Liste B[d[v] mod (C + 1)]

@ alle Knoten in Liste B[d] haben dieselbe Distanz, weil alle
aktuellen Distanzen im Bereich [d,d + C] liegen

-

oft]z]s]

!
:

o

s§'12 544 /638 H. Taubig (TUM) 8§12 545 /638

(€L Kirzeste Wege

Beliebige Graphen mit beliebigen Gewichten

Gegeben:
@ beliebiger Graph mit beliebigen Kantengewichten

= Anhangen einer Kante an einen Weg kann zur Verkirzung des
Weges (Kantengewichtssumme) filhren (wenn Kante negatives
Gewicht hat)

= es kann negative Kreise und Knoten mit Distanz —co geben

Problem:
@ besuche Knoten eines kilrzesten Weges in der richtigen
Reihenfolge
@ Dijkstra kann nicht mehr verwendet werden, weil Knoten nicht

unbedingt in der Reihenfolge der kirzesten Distanz zum
Startknoten s besucht werden

§512 547 /638 H. Taubig (TUM) S§§8'12 548 / 638



Graphen Kirzeste Wege

Beliebige Graphen mit beliebigen Gewichten

Graphen Kirzeste Wege

Beliebige Graphen mit beliebigen Gewichten

Gegenbeispiel fur Dijkstra-Algorithmus: Gegenbeispiel fir Dijkstra-Algorithmus:

2

H. Taubig (TUM)

GAD s§'12 549 /638

Graphen Graphen Kirzeste Wege

Kirzeste Wege

Beliebige Graphen mit beliebigen Gewichten Bellman-Ford-Algorithmus

Folgerung

In einem Graph mit n Knoten gibt es fur jeden erreichbaren Knoten v
mit d(s, v) > —co einen kiirzesten Weg bestehendlaus < n Kanten
zwischen s und v.

Gegenbeispiel fur Dijkstra-Algorithmus:

Strategie:

@ anstatt kiirzeste Pfade in Reihenfolge wachsender
Gewichtssumme zu berechnen, betrachte sie in Reihenfolge
hl
@ durchlaufe (n-1)-mal alle Kanten im Graph
und aktualisiere die Distanz

@ dann alle kiirzesten Wege berucksic

H. Taubig (TUM) s§'12 554 /638



Graphen Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus

P

q negativer Kreise

H. Taubig (TUM) GAD s§'12

Graphen Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus

BellmanFord(Node s) |
d[s] = 0; parent[s] = s;
for(inti=0;i<n—1;i++) {
foreach (e = (v,w) € E)
if (d[v] + c(e) < d[w]) {
d[w] = d[v] + c(e);
parent[w] = v;

}

// n—1 Runden

/l kiirzerer Weg?

|
foreach (e = (v, w) € E)
if (d[v] + c(e) < d[w]) {
infect(w);

/Il kirzerer Weg in n-ter Runde?

H. Taubig (TUM)

558 /638

567 / 638

Graphen Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus

Zusammenfassung:
@ keine Distanzerniedrigung mehr méglich
(d[v] + c(v, w) = d[w] fur alle w):
fertig, alle d[w] korrekt fir alle w

@ Distanzerniedrigung mdglich selbst noch in n-ter Runde
(d[v] + c(v, w) < d[w] fur ein w):

Es gibt einen negativen Kreis, also Knoten w mit Distanz —co.

Se#20—> — —> —= >y
(J/) v, V, Cee Vl; >
H. Taubig (TUM) G s§12

(€L Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus

BellmanFord(Node s) {
d[s] =0; parent[s] = s;
for(inti=0;i<n—1;i++) {
foreach (e = (v,w) € E)
if (d[v] + c(e) < d[w]) {
d[w] = d[v] + c(e);
parent[w] = v;

}

// n—1 Runden

I kiirzerer Weg?

)

oreach (e = (v,w) € E)

if id v‘ + Ie% < d[w]) { // klOrzerer Weg in n-ter Runde?

}

H. Taubig (TUM)

566 / 638

567 /638



Graphen Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus

infect(Node v) { // —0-Knoten
if (d[v] > o) {

d[V] = —00;

foreach (e = (v, w) e E)S

infect(w);

H. Taubig (TUM)

Graphen Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus
Ursprangliche Idee der Updates vorlaufiger Distanzwerte stammt von
Lester R. Ford Jr.

Verbesserung (Richard E. Bellman / Edward F. Moore):
verwalte FIFO-Queue von Knoten, zu denen ein kirzerer Pfad
gefunden wurde und deren Nachbarn am anderen Ende
ausgehender Kanten noch auf klrzere Wege gepruft werden
mussen

@ Wiederhole: nimm ersten Knoten aus der Queue und prife flr jede
ausgehende Kante die Distanz des Nachbarn

falls kiirzerer Weg gefunden, aktualisiere Distanzwert des
Nachbarn und hange ihn an Queue an (falls nicht schon enthalten)

@ Phase besteht immer aus Bearbeitung der Knoten, die am Anfang
des Algorithmus (bzw. der Phase) in der Queue sind
(dabei kommen wéahrend der Phase schon neue Knoten ans Ende
der Queue)

H. Taubig (TUM)

Graphen Kirzeste Wege

Bellman-Ford-Algorithmus

Bestimmung der Knoten mit Distanz —co:

@ betrachte alle Knoten, die in der n-ten Phase
Distanzverbesserung erfahren

@ aus jedem Kreis mit negativem Gesamtgewicht muss mindestens
ein Knoten dabei sein

@ jeder von diesen Knoten aus erreichbare Knoten muss Distanz
—co bekommen

@ das erledigt hier die infect-Funktion

@ wenn ein Knoten zweimal auftritt (d.h. der Wert ist schon —o0),
wird die Rekursion abgebrochen

H. Taubig (TUM)

(€L Kirzeste Wege

Klrzeste einfache Pfade bei beliebigen
Kantengewichten

Achtung!

Fakt

Die Suche nach kirzesten einfachen Pfaden
(also ohne Knotenwiederholungen/Kreise)
in Graphen mit beliebigen Kantengewichten
(also méglichen negativen Kreisen)

ist ein NP-vollstandiges Problem.

(Man kénnte Hamilton-Pfad-Suche damit I6sen.)

H. Taubig (TUM)



Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths

gegeben:

@ Graph mit beliebigen Kantengewichten,
der aber keine negativen Kreise enthalt

gesucht:
@ Distanzen / kiirzeste Pfade zwischen allen Knotenpaaren

Naive Strategie:
@ n-mal Bellman-Ford-Algorithmus

Mﬂ einmal als Startknoten)
= O(n®-m) k )
\Gy\)l/l + kAl V)

Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths

H. Taubig (TUM)

Sei ¢ : V — R eine Funktion, die jedem Knoten ein Potential zuordnet.

Modifizierte Kantenkosten von e = (v, w):

c(e) =o(v) +c(e) — ¢(w)

Lemma
Seien p und g Wege von v nach w in G.

¢(p) und c(q) bzw. ¢(p) und ¢c(q) seien die aufsummierten Kosten
bzw. modifizierten Kosten der Kanten des jeweiligen Pfads.

Dann gilt fiir jedes Potential ¢

I cp)<c(q) (e c(p)<c(q)

—

H. Taubig (TUM)

Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths

Bessere Strategie:

@ reduziere n Aufrufe des Bellman-Ford-Algorithmus auf n Aufrufe
des Dijkstra-Algorithmus

Problem:

mwandlung in nicEi)negative antenkosten ohne Verféalschung
dgr kirzesten Weg

H. Taubig (TUM)

(€L Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths

Beweis.
Sei p = (vy,..., k) beliebiger Wegund Vi: e = (v, vi.q) € E
Es gilt:

d.h. modifizierte Kosten eines Pfads hdngen nur von urspriinglichen
Pfadkosten und vom Potential des Anfangs- und Endknotens ab.
(Im Lemmaist vi = v und v, = w) O

V.

H. Taubig (TUM)



Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths

Lemma
Annahme:
® Graph hat keine negativen Kreise
e alle Knoten von(9 aus erreichbar
Sei fiir alle Knoten v das Potential ®(v) = d(s, v).

Dann gilt fiir alle Kanten e:l ce)=0

e ——

Beweis.
@ flr alle Knoten v gilt nach Annahme: d(s, v) € R (also # +c0)
@ flr jede Kante e = (v, w) ist

d(s,v) +c(e)

>
!Fs, V) +c(e) - d(sm

D)
H. Taubig (TUM) GAD §812 578 /638
Graphen Kirzeste Wege
All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus
Beispiel:
H. Taubig (TUM) SS12  580/638

Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

° fl'.'lgnd Kanten (s, v) fur alle v hinzu mit
=0

c(s,v)
= alle Knoten erreichbar/
° berechne_mit Bellman-Ford-Algorithmus
@ setze ®&(v) = d(s.v) fur alle v
@ berechne modifizierte Kosten ¢(e) /

@ berechne fiir alle Knoten v die Distanzen|d(v, w) mittels
Dijkstra-Algorithmus mit modifizierten Kantenkosten auf dem
Graph ohne Knoten s

@ berechne korrekte Distanzen d(v, w) = d(v, w) + &(w) — ¢(VV

H. Taubig (TUM)

(€L Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

3. c¢(e)-Werte fir alle e = (v, w) berechnen:

cle) =d(v)+c(e) — d(w)

H. Taubig (TUM)



Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

5. korrekte Distanzen berechnen mit Formel

Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

d(v,w) =d(v,w) + d(w) — d(v)

®(b)=0
\I)%_‘]/@
0 0

4. Distanzen d mit modifizierten Kantengewichten via Dijkstra:

®(b)=0
0 0

dia|b| c |d
al0|2|2 |3
b|{1|0] 0 |1
c|{1(3]0 |4
d{o|2(-110
H. Taubig (TUM) SS12  584/638 H. Téubig (TUM) . Gp SS12  585/638

(€L Kirzeste Wege

APSP / Floyd-Warshall-Algorithmus

Graphen Kirzeste Wege

All Pairs Shortest Paths / Johnson-Algorithmus

Grundlage:
@ geht der kiirzeste Weg vorﬁ unach W)Uber@ dann sind auch die
beiden Teile von u nach v und von v nach w kiirzeste Pfade

Laufzeit:
zwischen diesen Knoten

T(APSP) = O({Tgelman-Ford(N+ 1, m-+n)-n 'ETWK ra (N, M !
)

= O((m+n)-(n+1)Fn(nlogn+ m)
— o®+nzlogn)

(bei Verwendung von Fibonacci Heaps)

@ Annahme: alle kiirzesten Wege bekannt, die nur (ber
Zwischenknoten mit Index kleiner als k gehen

= kirzeste Wege (iber Zwischenknoten mit Indizes bis
einschlieBlich k konnen leicht berechnet werden:
» entweder der schon bekannte Weg
Uber Knoten mit Indizes kleiner als k

» oder Uber den Knoten mit Index k
(hier im Algorithmus der Knoten v)




