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(a.6)B3ume
(a, b)-Baum: Split-Schlussel

@ Jeder Knoten v enthalt ein sortiertes Array von d(v) — 1

Split-Schllsseln s1, ..., Sg)-1
[ $18 Sg-1 ]
T4 To

@ (a,b)-Suchbaum-Regel:
Fir alle Schllssel k in T; und k” in T;, ¢ gilt:
k<si<k’ bzw. s_i1<k<s;
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(a6 8o
(a, b)-Baum

Lemma o

Ein (a, b)-Baum fiir n > 1 Elemente hat Tiefe < 1+ |log, %% .
< ]

i e———

Beweis.

@ Baum hat n+ 1 Blatter (+1 wegen co-Dummy)

@ Im Fall n > 1 hat die Wurzel Grad > 2,
die anderen inneren Knoten haben Grad > a.

— Bei Tiefe t gibt es > 2a!~" Blatter

e
4% L4 ~0

7

&3]
CY

b

_ 1
en+1>2a"" & t<1+log, T
@ Dat eine ganze Zahl ist, gilt t <1+ [Ioga %J
DJ
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(a.6) Saume
(a,b)-Baum
remove(k)
@ Abstieg wie bei locate(k) bis Element e in Liste erreicht
o falls key(e) = k, entferne e aus Liste (sonst return)
™ e: - ell _____ -
H. Taubig (TUM) GAD S5'13 362 / 646




Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum

remove(k)

@ falls d(v) < a und ein direkter Nachbar v’ von v hat Grad > a,
nimm Kante von v’

Beispiel: (2,4)-Baum
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Suchstrukturen (a, b)-Baume

(a, b)-Baum / remove

a=2b=4

remove(10)
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Suchstrukturen

(a, b)-Baum / remove

a=2b=4

remove(10)
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Suchstrukturen

(a, b)-Baum / remove

a=2b=4

remove(14)

(a, b)-Baume

(a, b)-Baume

S§'13
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H. Taubig (TUM)

a=2,b=4

remove(14)
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(a, b)-Baum / remove

Suchstrukturen

(a, b)-Baum / remove
a=2b=4

Suchstrukturen

remove(3)

D Qv

Suchstrukturen

(a, b)-Baum / remove

remove(14)
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remove(3)
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(a, b)-Baum / remove

Suchstrukturen

yacv

o




a=2,b=4

remove(3)
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(a, b)-Baum / remove

a=2,b=4

remove(19)
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Suchstrukturen

(a, b)-Baum / remove

Suchstrukturen

D Qv

(a, b)-Baum / remove

remove(1)
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remove(19)
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(a, b)-Baum / remove

Suchstrukturen

yacv

Suchstrukturen
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(2 br8ume
(a, b)-Baum / remove

a=2,b=4

remove(19)
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(a.6)B3ume
Weitere Operationen im (a, b)-Baum

@ min/max-Operation
verwende first/last-Methode der Liste, um das kleinste bzw.

groBte Element auszugeben /3\

Zeit: O(1)
_.U—-—
gh=E= A\

@ Range queries (Bereichsanfragen)

suche alle Elemente im Bereich [x, y|:

» flihre locate(x) aus und
» durchlaufe die Liste, bis Element > y gefunden wird

Zeit: O(log n + Ausgabegrof3e)

@ Konkatenation/Splitting
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(2 br8ume
(a, b)-Baum / remove

Form-Invariante

@ alle Blatter behalten dieselbe Tiefe /
o falls alte Wurzel entfernt wird, verringert sich die Tiefe aller Blatter

Grad-Invariante
@ remove verschmilzt Knoten, die Grad a — 1 und a haben
a—- 1

e—

@ wenn b > 2a - 1, dann ist der resultierende Grad < b

@ remove verschiebt eine Kante von Knoten mit Grad > a zu Knoten
mit Grad a — 1, danach sind beide Grade in [a, b]

@ wenn Wurzel geldscht, wurden vorher die Kinder verschmolzen,
Grad vom letzten Kind ist also > a (und < b)
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(a.6) Saume
Konkatenation von (a, b)-Baumen

@ verknipfe zwei (a, b)-Baume T; und T, mit s bzw. s, Elementen

und Héhe hy bzw. hs zu (a,b)-Baum T
@ Bedingung: Schllissel in Ty < Schllssel in T

\ia A
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(2 br8ume
Konkatenation von (a, b)-Baumen :{

@ ldsche in Ty das co-Dummy-Element ﬁ

@ wenn danach dessen Vater-Knoten < a Kinder hat,
dann behandle dies wie bei remove

@ verschmelze die Wurzel des niedrigeren Baums mit dem
entsprechenden duBersten Knoten des anderen Baums, der sich
auf dem gleichen Level befindet

@ wenn dieser Knoten danach > b Kinder hat,
dann behandle dies wie bei insert

= falls Hohe der Baume explizit gespeichert: Zeit O(1 + |hy — h2|)

Zeit O(1+maxthy, ho})
C O(1 + log(max{s1, s21))

ansonsten (mit Hohenbestimmung):
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(a.6)B3ume
Aufspaltung eines (a, b)-Baums
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@ Sequenzq=(W,...,.x,V,...,2) soll bei Schlissel y in Teile
g1 ={(w,...,x)und g = (y,..., z) aufgespalten werden
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(2 br8ume
Aufspaltung eines (a, b)-Baums

@ spalte (a,b)-Baum T bei Schlissel k
in zwei (a, b)-Baume T und T, auf

A A
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(a.5)Bume
Aufspaltung eines (a, b)-Baums

S§'13 386 / 646

@ Sequenz g=(w,...,X,Y,...,2) soll bei Schllssel y in Teile
g1 =(w,...,.xyund gz = (y, ..., z) aufgespalten werden
@ betrachte Pfad von Wurzel zum Blatt y
@ spalte auf diesem Pfad jeden Knoten v in zwei Knoten v, und v,

@ v, bekommt Kinder links vom Pfad,
v bekommt Kinder rechts vom Pfad
(evt. gibt es Knoten ohne Kinder)

VragVa
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(a.0y35ume .y 55ume

Aufspaltung eines (a, b)-Baums Aufspaltung eines (a, b)-Baums
@ Sequenz g=(w,...,x,V,...,z)soll bei Schlissel y in Teile @ diese O(log n) Konkatenationen kénnen in Gesamtzeit O(log n)
g1 =(w,...,xyund g = (y,...,z) aufgespalten werden erledigt werden
@ betrachte Pfad von Wurzel zum Blatt y @ Grund: die linken Bdume haben echt monoton fallende, die
@ spalte auf diesem Pfad jeden Knoten v in zwei Knoten v, und v, rechten echt monoton wachsende Hohe
e v; bekommt Kinder links vom Pfad @ Seien z.B. ry, 1o, ..., r die Wurzeln der linken Baume und
vr bekommt Kinder rechts vom Pfad hi > hp > ... > hy deren Hohen
(evt. gibt es Knoten ohne Kinder) @ verbinde zuerst rx_¢ und r in Zeit O(1 + hx_1 — hg),
@ Knoten mit Kind(ern) werden als Wurzeln von (a, b)-Bdumen dann ri-, mit dem Ergebnis in Zeit O(1 + A2 — A1 )5
interpretiert dann rx_3 mit dem Ergebnis in Zeit O(1 + hx_3 — hx_2) usw.
@ Konkatenation der linken Baume zusammen mit einem neuen o Gesamtzeit:
co-Dummy ergibt einen Baum fiir die Elemente bis x
@ Konkatenation von (y) zusammen mit den rechten Biumen ergibt O[ Z (1+hi- hf+1)] = O(k + h1 = h¢) € O(log n)
einen Baum fiir die Elemente ab y T<i<k
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(a, b)-Baume (2, b)-Baume
Aufspaltung eines (a, b)-Baums Aufspaltung eines (a, b)-Baums
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(aB3ume (n.yB8ume

Aufspaltung eines (a, b)-Baums Aufspaltung eines (a, b)-Baums
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s (0.5 B3ume

Effizienz von insert/remove-Folgen Effizienz von insert/remove-Folgen

bz%}(

Satz
Satz . . .
e . . . Fir (a, b)-Bédume, die die erweiterte Bedingung b > 2a erfillen, gilt:

Es gibt eine Folge von n insert- und remove-Operationen auf einem ) _ .
anfangs leeren (2, 3)-Baum, so dass die Gesamtanzahl! der Fur jede Folge von n insert- und remove-Operationen auf einem
Knotenaufspaltungen und -verschmelzungen in Q(nlog n) ist. anfangs leeren (a, b)-Baum ist die Gesamtanzahl der

. . - Knotenaufspaltungen und -verschmelzungen in O(n).
Beweis: siehe Ubung

’ Beweis: amortisierte Analyse, nicht in dieser Vorlesung )
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Ubersicht

T——
Ubersicht

© Graphen
Netzwerke und Graphen

Graphreprasentation
Graphtraversierung
Kurzeste Wege
Minimale Spannbaume

© Graphen
@ Netzwerke und Graplren————
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T Netzwerce nd Graphen
Beispiele fur Netzwerke Graph
@ Kommunikationsnetze: Internet, Telefonnetz formales/abstraktes Objekt bestehend aus
@ Verkehrsnetze: StraB3en-, Schienen-, Flug-, Nahverkehrsnetz ® Menge von Knoten V (engl verticesj node.s)
@ Menge von Kanten E (engl. edges, lines, links),
@ Versorgungsnetzwerke: Strom, Wasser, Gas, Erddl die jeweils ein Paar von Knoten verbinden
@ wirtschaftliche Netzwerke: Geld- und Warenstrome, Handel @ Menge von Eigenschaften der Knoten und/oder Kanten
@ biochemische Netzwerke: Metabolische und
Interaktionsnetzwerke Notation:
@ biologische Netzwerke: Gehirn, Okosysteme e G=(V,E)
@ soziale/berufliche Netzwerke: virtuell oder explizit manchmal auch G = (V, Eﬂ im Fall gewichteter Graphen
(Communities) @ Anzahl der Knoten: n =V
@ Publikationsnetzwerke: Zitationsnetzwerk, Koautor-Netzwerk Anzahl der Kanten: m = |E|
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Netzwaks nd Graphen
Gerichtete und ungerichtete Graphen

Kanten bzw. Graphen
@ ungerichtet: E C{lv,w}:veV,weV)
(ungeordnetes Paar von Knoten bzw. 2-elementige Teilmenge)
@ gerichtet: E C {(ﬁ/) cveV,weV]alsoECVxV
(geordnetes Paar von Knoten)
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Graphen Netzwerke und Graphen

Nachbarn: Adjazenz, Inzidenz, Grad

@ Sind zwei Knoten v und w durch eine Kante e verbunden, dann
nennt man

» v und w adjazent bzw. benachbart
» v und e inzident (ebenso w und e)

@ Anzahl der Nachbarn eines Knotens v: Grad deg(v)
bei gerichteten Graphen:
» Eingangsgrad: deg (v) = [{(w, v) € E}|
» Ausgangsgrad: deg”(v) = [{(v,w) € E}|
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v Grapher

Gerichtete und ungerichtete Graphen
Anwendungen:
@ Ungerichtete Graphen:

symmetrische Beziehungen (z.B. {v, w} € E genau dann, wenn
Person v und Person w verwandt sind)

@ Gerichtete Graphen:
asymmetrische Beziehungen (z.B. (v, w) € E genau dann, wenn
Person v Person w mag)

kreisfreie Beziehungen (z.B. (v, w) € E genau dann, wenn
Person v Vorgesetzter von Person w ist ~

\

hier: w
@ Modellierung von ungerichteten durch gerichtete Graphen =™

@ Ersetzung ungerichteter Kanten durch je zwei antiparallele
gerichtete Kanten

H. Taubig (TUM) GAD S513 402 / 646
Netzwerke und Graphen
Annahmen

@ Graph (also Anzahl der Knoten und Kanten) ist endlich

@ Graph ist einfach, d.h. E ist eine Menge und keine Multimenge
(anderenfalls hei3t G Multigraph)

@ Graph enthalt keine Schleifen (Kanten von v nach v)
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Netzwethe ind Graphen
Gewichtete Graphen

In Abhdngigkeit vom betrachteten Problem wird Kanten und/oder
Knoten oft eine Eigenschaft (z.B. eine Farbe oder ein numerischer
Wert, das Gewicht) zugeordnet (evt. auch mehrere), z.B.

@ Distanzen (in La&ngen- oder Zeiteinheiten)
@ Kosten

o Kapazitdten / Bandbreite

@ Ahnlichkeiten

@ Verkehrsdichte

Wir nennen den Graphen dann
@ knotengewichtet bzw.
@ kantengewichtet
Beispiel: w: E-R
Schreibweise: w(e) fir das Gewicht einer Kante e € E
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Nezwerke und Gaphen
Operationen

Graph G: Datenstruktur (Typ/Klasse, Variable/Objekt) fir Graphen

Node: Datenstruktur fir Knoten, Edge: Datenstruktur fir Kanten

Operationen:

o G.insert(Edge e): E := EU {e)

o G.remove(Key i, Keyj): E:=E\{e}
fur Kante e = (v, w) mit key(v) = iund key(w) = j

@ G.insert(Node v): V:=VU{v|

o G.remove(Keyi): seive V der Knoten mit key(v) =i
Vi=V\{vL, E:=E\{(X,y): x=Vv V y=v]}

@ G.find(Key i): gib Knoten v mit key(v) = i zurlick

e G.find(Key i, Key [): gib Kante (v, w) mit key(v) = i und
key(w) = j zuriick
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Netzwerke und Graphen
Wege, Pfade und Kreise

@ Weg (engl. walk) in einem Graphen G =
Folge von Knoten und Kanten xg, e, ...,

» ¥ie[0,k]: x; € Vund
» Vie[l,k]: e = {Xi-1, x;} bzw. e; = (X;-1, X;) € E.

@ Ladnge eines Weges: Anzahl der enthaltenen Kanten

(V, E): alternierende
ek, Xk, so dass

@ Ein Weg ist ein Pfad, falls er (in sich) kantendisjunkt ist, falls also
gilt: e; # e; far i # j.

@ Ein Pfad ist ein einfacher Pfad, falls er (in sich) knotendisjunkt ist,
falls also gilt: x; # x; flir i # J.

@ Ein Weg heiB3t Kreis (engl. cycle), falls xo = xk.
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Netowerke un Graphen
Operationen

Anzahl der Knoten konstant
=1{0,...,n—-1}
@ (Knotenschlissel durchnummeriert)

Anzahl der Knoten variabel

@ Hashing kann verwendet werden flir ein Mapping der n Knoten in
den Bereich {0, ...,0(n)}

= nur konstanter Faktor der VergréBerung gegeniber statischer
Datenstruktur
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ST
Ubersicht

@ Graphen

@ Graphreprasentation
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Graphreprasentaion
Kantenliste

1)
P Ly
@ @ B-2111,3,12,3), (2,41, 2/5], (45)
Vorteil:

@ Speicherbedarf O(m + n)

@ Einfligen von Knoten und Kanten in O(1)

@ Ldschen von Kanten per Handle in O(1)
Nachteil:

e G.find(Key i, Key j): im worst case ©(m)

@ G.remove(Key i, Key j): im worst case ©(m)

@ Nachbarn nur in O(m) feststellbar
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raptvepasentaton
Graphreprasentationen

@ Kantenliste

@ Adjazenzmatrix
@ Inzidenzmatrix
@ Adjazenzarray
@ Adjazenzliste
@ implizit
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Graphreprasentation
Adjazenzmatrix

0110 0%
101 11 |
1100 0 |=
01001
01010

Vorteil:
@ in O(1) feststellbar, ob zwei Knoten Nachbarn sind
@ ebenso Einflgen und Léschen von Kanten
Nachteil:
@ kostet ©(n?) Speicher, auch bei Graphen mit o(n?) Kanten
@ Finden aller Nachbarn eines Knotens kostet O(n)
@ Hinzuflgen neuer Knoten ist schwierig
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Graphreprésentation
Inzidenzmatrix

o~ HE
110000
101110
W01 1000
Hv [0 0 01 01
00O0O0T1 1
Nachteil:
@ kostet ) Speicher
H. Taubig (TUM) GAD

S8'13

414 / 646

S—

Adjazenzarray
1 2 3 ..n=b
1[3[7[91113
[273[+3 4522512
1 293 .. m=12
Vorteil: v

@ Speicherbedarf:
gerichtete Graphen: n+ m + ©(1)
(hier noch kompakter als Kantenliste mit 2m)
ungerichtete Graphen: n+2m + ©(1)
Nachteil:

@ Einflgen und Léschen von Kanten ist schwierig,
deshalb nur fir statische Graphen geeignet
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