Einfiihrung Beispiele

Kreis zeichnen: mit Multiplikation

Script  generated by TTT Algorithmus Bresenham1: zeichnet Kreis mit Radius R

x=0; y=~H;

plot(0, R); plot(R,0); plot(0,—R); plot(—R,0);
F=2-R;

while x < y do
if F <0 then
| F=F+Rxx|+1;

else
L F=FH2+xt2xy+2;

y=y-T1;

X=x+1;

plot(x, y); plot(—x,y); plot(-y,x); plot(-y, —x);

_plot(y, x); plot(y,—x); plot(x,—y); plot(-x,—-y);
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Es geht sogar noch etwas schneller!
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Kreis zeichnen: mit Addition/Subtraktion
@ Ersetzung der Korrekturterme flr F:

F=F+2x+1 - F=F+de
F:F+2x—2y+2 — F:F+dsg

Kreis zeichnen: mit Addition/Subtraktion

@ Der Bruch 2 kann durch 1 ersetzt werden,
weil sich F immer um eine ganze Zahl andert.

mit de=2x+1 und dsg =2x—2y+2 e D.h.

@ Anfangswerte:

de(O,R) = 2-0+1=1
dsg(0,R) = 2-0-2-R+2=2-2-R

@ Updates nach rechts (E) und nach unten rechts (SE):

F=§—R+k<o

ist aquivalent zu
F=1-R+k<0

de(x +1,y) 2-(x+1)+1=de(x,y)+2

dse(x +1,y) 2-(x+1)-2-y+2=dse(x,y) +2
de(x+1,y—-1) = 2-(x+1)+1=de(x,y)+2
dse(x+1,y—-1) = 2-(x+1)-2-(y—-1)+2=dse(x,y) + 4

o Vorteil:

nur noch ganze Zahlen!
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Kreis zeichnen: mit Addition/Subtraktion
Algorithmus Bresenham?2: zeichnet Kreis mit Radius R
x=0; y=R; plot(0,R); plot(R, 0); plot(0, —R); plot(—R, 0);
F=1-R; dE=1; dSE=2—F1'—F1';

while x < y do

Bresenham-Algorithmus

if £ <0 then _ @ Ab Anfang der 1960er Jahre hat Jack BRESENHAM
5 - f; dE_;_ . Algorithmen zur Linien- und Kreisdarstellung entwickelt.
L TSE T ESET S @ Diese verwenden nur einfache Additionen ganzer Zahlen.
else ] @ Sie sind damit deutlich schneller als die naiven Ansatze.
F=F-+ dSE:
y=y-1;
| dsg = dse +4
X=x+1; de=dg+2;
plot(x,y); plot(—x,y); plot(-y,x); plot(-y,—x);
| plot(y, x); plot(y,—x); plot(x,-y); plot(-x,-y);
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Multiplikation langer Zahlen Multiplikation langer Zahlen
Schulmethode: Schulmethode:
@ gegeben Zahlen aund b @ gegeben Zahlen a und b
@ multipliziere a mit jeder Ziffer von b @ multipliziere a mit jeder Ziffer von b
@ addiere die Teilprodukte @ addiere die Teilprodukte
5678 -432 1 5678 - 432 |
2 2 7 12 2 2 7 1 2
170 3 4 17 0 3 4
11 3 5 6 11 3 5 6
5 6 7 8 5 6 7 8
2 453 46 338 2 453 46 3 8
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Einfiihrung Beispiele

Aufwand

@ Wenn die Zahlen klein sind, ist der Aufwand ok.

@ Aber wenn die Zahlen sehr lang sind, kann man das Produkt dann
schneller ausrechnen als mit der Schulmethode?

= Wie wollen wir die Zeit oder den Aufwand (berhaupt messen?

@ Am besten nicht in Sekunden, die irgendein Rechner braucht,
denn das kodnnte flr einen anderen Rechner eine ganz andere
Zahl sein.

@ AuBerdem werden die Computer ja von Generation zu Generation
immer schneller und leistungsfahiger.

= Wir z&hlen Grundoperationen: Operationen, die man in einem
einzigen Schritt bzw. in einer konstanten Zeiteinheit ausfiihren
kann.
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Einfiihrung Beispiele

Aufwand

@ Wenn die Zahlen klein sind, ist der Aufwand ok.

@ Aber wenn die Zahlen sehr lang sind, kann man das Produkt dann
schneller ausrechnen als mit der Schulmethode?

= Wie wollen wir die Zeit oder den Aufwand Uberhaupt messen?

@ Am besten nicht in Sekunden, die irgendein Rechner braucht,
denn das kénnte fir einen anderen Rechner eine ganz andere
Zahl sein.

@ AuBerdem werden die Computer ja von Generation zu Generation
immer schneller und leistungsfahiger.

= Wir zahlen Grundoperationen: Operationen, die man in einem
einzigen Schritt bzw. in einer konstanten Zeiteinheit ausfiihren
kann.
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Einfiihrung Beispiele

Multiplikation langer Zahlen

Schulmethode:
@ gegeben Zahlen a und b
@ multipliziere a mit jeder Ziffer von b
@ addiere die Teilprodukte
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Einfiihrung Beispiele
Grundoperation

@ Multiplikation von zwei Ziffern: x-y =7

Das Ergebnis besteht aus (héchstens) zwei Ziffern u
(Zehnerstelle) und v (Einerstelle), also

x-y=10-u+v

@ Addition von drei Ziffern: x+y+z=7

Auch hier besteht das Ergebnis aus (héchstens) zwei Ziffern u
(Zehnerstelle) und v (Einerstelle), also

XxX+y+z=10-u+v

Wir benutzen hier drei Ziffern als Summanden, weil wir spater
Ubertrage beriicksichtigen wollen.
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Einfiihrung Beispiele

Analyse der Addition

@ Zahl plus Zahl:

== MO
-l PN O

17
6 9
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Zur Addition zweier Zahlen mit jeweils n Ziffern brauchen wir
n Additionen von 3 Ziffern, also n Grundoperationen.

Ergebnis: Zahl mit n + 1 Ziffern
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Einfiihrung Beispiele

Analyse des Produkts
@ Zahl mal Zahl:

56 7 8 4 3 2 1
227 12 000
1703 400
113 56 0

5 6 7 8

2 45 3 46 3 8

Zur Multiplikation zweier Zahlen mit jeweils n Ziffern brauchen wir
» n Multiplikationen einer n-Ziffern-Zahl mit einer Ziffer, also
n-(2n[+1]) = 2n?[+n] Grundoperationen
» Zwischenergebnisse sind nicht ldnger als das Endergebnis
(2n Ziffern), also n — 1 Summen von Zahlen mit 2n Ziffern, also
(n—1)-2n=2n?-2n Grundoperationen

Insgesamt:  4n° — [2]n Grundoperationen
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Einfiihrung Beispiele
Analyse des Teilprodukts

@ Zahl mal Ziffer:
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Zur Multiplikation einer Zahl bestehend aus n Ziffern mit einer
einzelnen Ziffer brauchen wir

» n Multiplikationen von 2 Ziffern und
» n+ 1 Additionen von 3 Ziffern, wobei in der letzten Spalte eigentlich
nichts addiert werden muss,

also 2n[+1] Grundoperationen.
Ergebnis: Zahl mit n + 1 Ziffern
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Analyse des Produkts

@ Zahl mal Zahl:

56 7 8 4 3 2 1
2 27 12
1 7 0 3 4
11 3 5 6
5 6 7 8
2 45 3 46 3 8

Genauer:

» Beim Aufsummieren der Zwischenergebnisse muss man eigentlich
jeweils nur Zahlen bestehend aus n + 1 Ziffern addieren. Das ergibt
(n=1)(n+1) = n? — 1 Grundoperationen.

Insgesamt hatte man damit 3n?[+n] — 1 Grundoperationen.
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Einfiihrung Beispiele

Geht es besser?

Frage:

@ Ist das Uberhaupt gut?
Vielleicht geht es ja schneller?
Was wére denn Uberhaupt eine signifikante Verbesserung?
Vielleicht irgendetwas mit 2n?
Das wirde die Zeit auf ca. 2/3 des urspriinglichen Werts senken.

Aber bei einer Verdoppelung der Zahlenlange hatte man immer
noch eine Vervierfachung der Laufzeit.

SV\&%H

@ Wir werden diese Frage spater beantworten . ..
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Effizienz Effizienzmalie

Effizienzmessung

Ziel:
@ Beschreibung der Performance von Algorithmen
@ moglichst genau, aber in kurzer und einfacher Form

Exakte Spezifikation der Laufzeit eines Algorithmus
(bzw. einer DS-Operation):

@ Menge 7 der Instanzen
@ Laufzeit des Algorithmus T: 7 — N

Problem: T sehr schwer exakt bestimmbar bzw. beschreibbar

Lésung: Gruppierung der Instanzen (meist nach Grofi3e)
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Einfiihrung Beispiele

Algorithmen-Beispiele

@ Rolf Klein und Tom Kamphans:
Der Pledge-Algorithmus: Wie man im Dunkeln aus einem
Labyrinth entkommt
@ Dominik Sibbing und Leif Kobbelt:
Kreise zeichnen mit Turbo
@ Arno Eigenwillig und Kurt Mehlhorn:
Multiplikation langer Zahlen (schneller als in der Schule)

@ Diese und weitere Beispiele:

Taschenbuch der Algorithmen (Springer, 2008)
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