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Hashing Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

e S:
@ Hpy:

feste Menge von n Elementen mit Schllisseln ky bis k,
c-universelle Familie von Hashfunktionen auf {0,..., m — 1}
(Hinweis: 2-universelle Familien existieren flr alle m)

@ C(h)fur h e Hy: Anzahl Kollisionen in S fur h, d.h.
C(h) = l{(x,¥): x,yeS, x #y, h(x) = h(y)}|

Beispiel:

Chy=2+6=8 - B
[ | [ |
|
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Perfektes Hashing

Perfektes Hashing flr statisches Warterbuch

@ bisher: konstante erwartete Laufzeit
falls mim Vergleich zu n genligend gro3 gewahlt wird
(nicht ausreichend fur Real Time Scenario)

@ Ziel: konstante Laufzeit im worst case fir find()

durch perfekte Hashtabelle ohne Kollisionen
@ Annahme: statische Menge S von n Elementen

H. Seidl (TUM) §8'16

Hashing Perfektes Hashing

Erwartete Anzahl von Kollisionen

Lemma

Fir die Anzahl der Kollisionen gilt: ~ E[C(h)] < en(n—1)/m.
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Hashing Perfektes Hashing

Erwartete Anzahl von Kollisionen

Hashing Perfektes Hashing

Erwartete Anzahl von Kollisionen
Lemma

Lemma
Fr die Anzahl der Kollisionen gilt:

E[C(h)] <cn(n—1)/m. Fir die Anzahl der Kollisionen gilt:

E[C(h)] <cn(n—1)/m.
Beweis.

Beweis.
@ Definiere n(n — 1) Indikator-Zufallsvariablen Xj;(h):

Furi# jsei Xj(h) =1 & h(k;) = h(k;).
@ Dannist C(h) = X4 Xj(h)

rx

i#]

@ Definiere n(n — 1) Indikator-Zufallsvariablen Xj;(h):
Fari # jsei Xj(h) =1 & h(k;) = h(kj).
@ Dannist C(h) = X4 Xj(h)

rx

i#f

E[C] =E =Y E[X] =) Pr[X;=1]<n(n-1)-c/m
i#j i
= FUr quadratische TabellengréBe ist die erwartete Anzahl von

Kollisionen (und damit die erwartete worst-case-Laufzeit fur find)
eine Konstante.

E[C] = E

:ZE[XJ‘I] = ZPV[XU: 1] <n(n-1)-¢/m

i i
= Flr quadratische Tabellengrd3e ist die erwartete Anzahl von
Kollisionen (und damit die erwartete worst-case-Laufzeit fur find)

=] eine Konstante. =)
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Hashing Perfektes Hashing Hashing Perfektes Hashing
Markov-Ungleichung Markov-Ungleichung
Satz (Markov-Ungleichung) Satz (Markov-Ungleichung)
Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k > 0 gilt: Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k > 0 gilt:
PrX z@s @ und fir E[X] > 0: Pr[X > k - E[X]] < % Pr[X 2@)5 Ay und firBIX] > 0: PriX > k- B[X]] < %
{ l\ { \\
7 e 2,
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Hashing Perfektes Hashing

Markov-Ungleichung

Satz (Markov-Ungleichung)
Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k > 0 gilt:

1

PriX > k] < EIX] und fir E[X] > 0: Pr[X>k-E[X]] <

k k
Beweis.
A M - Zz-Pr[X:z]
- ZeR
> Y z-PiX=2]> k-E[X]-Pr[X = 2]
E[X zzk-E[X]
> -Pr[X = k- E[X]]
O
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Hashing Perfektes Hashing
Hashfunktionen mit wenig Kollisionen
Lemma
Flr mindestens die Hélfte der Funktionen h € Hy, gilt:
C(h)<2cn(n—1)/m
H. Seidl (TUM) GAD 8516 183

Hashing Perfektes Hashing

Markov-Ungleichung

Satz (Markov-Ungleichung)
Fir jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k > 0 gilt:

E[X 1
PriX = k] < % und fir E[X] > 0: Pr[X >k -E[X]] < "
Beweis.
E[X] = ) z-PrX=12]
ZeR
> z-PX=2]> ) k-E[X]-PrX=2]
zzk-E[X] zzk-E[X]
> k-E[X]-Pr[X = k-E[X]]
O
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Hashing Perfektes Hashing
Markov-Ungleichung
Satz (Markov-Ungleichung)
Flr jede nichtnegative Zufallsvariable X und Konstante k > 0 gilt:
E[X
PriX = k] < % und fir E[X] > 0: Pr[X >k -E[X]] < %
Beweis.
E[X] = 2 z PrX = Z]
zeR
> Y z-PrX=2Z2> ) k- E[X]:PrX=12]
2=k E[X] 2>k B[X]
> k-E[X] Pr[X = k- E[X]]
m|

H. Seidl (TUM) GAD S§'16
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Hashing Perfektes Hashing

Hashfunktionen mit wenig Kollisionen
Lemma
Fir mindestens die Halfte der Funktionen h € Hy, gilt:

C(h) <2cn(n—1)/m

H. Seidl (TUM) GAD 5816

Hashing Perfektes Hashing

Hashfunktionen ohne Kollisionen
Lemma

Wenn m > cn(n—1) + 1, dann bildet mindestens die Hélfte der
Funktionen h € Hp, die Schltissel injektiv in die Indexmenge der
Hashtabelle ab.

Beweis.

@ Fir mindestens die Hélfte der Funktionen h € Hy, gilt C(h) < 2.

@ Da C(h) immer eine gerade Zahl sein muss, folgt aus C(h) < 2
direkt C(h) = 0.

= keine Kollisionen (bzw. injektive Abbildung)

@ Wahle zufalligh € Hpy mitm >cn(n—1) +1
@ Prufe auf Kollision = behalten oder erneut wahlen
= Nach durchschnittlich 2 Versuchen erfolgreich

H. Seidl (TUM) GAD $S'16

Hashing Perfektes Hashing

Hashfunktionen mit wenig Kollisionen
Lemma
Far mindestens die Hélfte der Funktionen h € Hp, gilt:

C(h)<2en(n—-1)/m

Beweis.
@ Aus Lemma E[C(h)] <cn(n—1)/m und

Markov-Ungleichung Pr[X > k- E[X]] < 1 folgt fir n > 2:

PriC(h) = 2cn(n-1)/m] < Pr[C(h)=2E[C(h)]] =< 1

= Fir héchstens die Hélfte der Funktionen ist C(h) > Zon(n-1)

m
— Fir mindestens die Halfte der Funktionen ist C(h) < 2"1)
(n=1)
O
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Hashing Perfektes Hashing
Hashfunktionen mit wenig Kollisionen
Lemma
Fir mindestens die Hélfte der Funktionen h € Hy, gilt:
G(h) < dentn =T} m
Beweis.
@ Aus Lemma E[C(h)] <cn(n—1)/m und
Markov-Ungleichung Pr[X > k- E[X]] < 1 folgt fiir n > 2:
PriC(h) > 2en(n-1)/m] < Pr[C(h)22E[C(h)]] < 1
= Fur hochstens die Halfte der Funktionen ist C(h) > 22(=1)
— Fir mindestens die Halfte der Funktionen ist C(h) < 2<=1)
(n=1)
O
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Hashing Perfektes Hashing

Hashfunktionen ohne Kollisionen
Lemma

Wenn m > cn(n - 1) + 1, dann bildet mindestens die Halfte der
Funktionen h € Hy, die Schliiissel injektiv in die Indexmenge der
Hashtabelle ab.

Beweis.
@ Fir mindestens die Hélfte der Funktionen h € H,, gilt C(h) < 2.

@ Da C(h) immer eine gerade Zahl sein muss, folgt aus C(h) < 2
direkt C(h) = 0.

= keine Kollisionen (bzw. injektive Abbildung)

@ Wahle zufélligh € Hyp mitm > en(n—1) +1
@ Prufe auf Kollision = behalten oder erneut wahlen
= Nach durchschnittlich 2 Versuchen erfolgreich

H. Seidl (TUM) GAD 5816

Hashing Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

@ B/': Menge der Elemente in S, die h auf ¢ abbildet,
£e€{0,...,m—1}und h € Hy,

@ b/': Kardinalitat von B[, also b/ := |B|
o Fir jedes ¢ filhren die Schliissel in Bf zu b'(b} - 1) Kollisionen

@ Also ist die Gesamtzahl der Kollisionen

m—1
C(h) =) bf(b] - 1)
(=0

H. Seidl (TUM) GAD $S'16
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Hashing Perfektes Hashing

Statisches Worterbuch

Ziel: lineare TabellengroBRe

Idee: zweistufige Abbildung der Schllssel

@ Wahle Hashfunktion h mit wenig Kollisionen (=~ 2 Versuche)

= 1. Stufe bildet Schllissel auf Buckets von konstanter
durchschnittlicher Gré3e ab

@ Wahle Hashfunktionen h, ohne Kollisionen (~ 2 Versuche pro hy)

= 2. Stufe benutzt quadratisch viel Platz fir jedes Bucket, um alle
Kollisionen aus der 1. Stufe aufzulésen

H. Seidl (TUM)

Hashing Perfektes Hashing

Perfekies statisches Hashing: 1. Stufe

@ 1. Stufe der Hashtabelle soll linear viel Speicher verwenden,
also [an| Adressen, wobei wir Konstante « spater festlegen.

@ Wahle Funktion h € Hj,), um S in Teilmengen B, aufzuspalten.
Wahle h dabei so lange zufallig aus Hr,n aus, bis gilt:

2cn(n—-1) < 2cn(n—-1) < 2cn

C(h) = [an] - an o

Da das flr mindestens die Halfte der Hashfunktionen in Hr,q gilt
(vorletztes Lemma), erwarten wir daflir < 2 Versuche.

@ FUrjedes £ €{0,...,[an]— 1} seien B, die Elemente, die durch h
auf Adresse ¢ abgebildet werden und b, = |B,| deren Anzahl.

H. Seidl (TUM) GAD SS16 187



Hashing Perfektes Hashing Hashing Perfektes Hashing

Perfektes statisches Hashing Perfektes statisches Hashing: 2. Stufe
@ Fir jedes By:

Berechne m; = cby(by — 1) + 1.

Wahle zufallig Funktion h; € Hp,, bis h; die Menge B; injektiv
in{0,..., m; — 1} abbildet (also chne Kollisionen).
Mindestens die Halfte der Funktionen in Hp,, tut das.

h
GréBe an @ Hintereinanderreihung der einzelnen Tabellen ergibt eine
i ( i > GesamtgréBe der Tabelle von Y, m;
h h. @ Teiltabelle flr B, beginnt an Position s, = mg +my + ... + My_q
: ! und endet an Position s¢ + m; — 1
] e U] E L @ Fir gegebenen Schliissel x, berechnen die Anweisungen
¢ = h(x); return s; + he(x);
dann eine injektive Funktion auf der Menge S.
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Hashing Perfektes Hashing Hashing Perfektes Hashing
Perfektes statisches Hashing Perfektes statisches Hashing
1 3 5 10 14 19 1 @ 10 14 19
GréBe an GroéBe an
S| S] SI ‘/S]
........ 10 5 . 14 19 1 10 5 . 14 19 1
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Hashing Perfektes Hashing

Perfektes statisches Hashing

@ Die Funktion ist beschrankt durch:
[an]—1

my
=0

[an]—1
Y (c-bu(br—1)+1)
=0
c-C(h) + [an]
c-2cnja+an+ 1
(2¢?/a +a)n + 1

IA

IAIA

@ Zur Minimierung der Schranke betrachte die Ableitung

fla) = (2¢%/a +a)n+1

f'(a) = (-2¢%/a®+1)n
= f(a)=0 liefert o= V2c o 4% 4\2%:2’
= Adressbereich: 0...2v2cn § TVE &

H. Seidl (TUM) GAD 5816

Hashing Perfektes Hashing

Perfektes dynamisches Hashing
Kann man perfekte Hashfunktionen auch dynamisch konstruieren?

ja, z.B. mit Cuckoo Hashing

@ 2 Hashfunktionen hy und he

@ 2 Hashtabellen Ty und To

@ bei find und remove jeweils in beiden Tabellen nachschauen

@ bei insert abwechselnd beide Tabellen betrachten, das zu
speichernde Element an die Zielposition der aktuellen Tabelle
schreiben und wenn dort schon ein anderes Element stand,
dieses genauso in die andere Tabelle verschieben usw.

@ evt. Anzahl Verschiebungen durch 2 log n beschréanken, um
Endlosschleife zu verhindern
(ggf. kompletter Rehash mit neuen Funktionen hy, ho)

H. Seidl (TUM) GAD $S'16

(siehe Def. der m;'s)

Hashing Perfektes Hashing

Perfektes statisches Hashing

Satz

Flir eine beliebige Menge von n Schliisseln kann eine perfekte
Hashfunktion mit Zielmenge {0, ..., 2 ¥2cn} in linearer erwarteter
Laufzeit konstruiert werden.

@ Da wir wissen, dass wir fir beliebige m eine 2-universelle Familie
von Hashfunktionen finden kénnen, kann man also z.B. eine
Hashfunktion mit Adressmenge {0, ...,4 \/§n} in linearer
erwarteter Laufzeit konstruieren. (Las Vegas-Algorithmus)

@ Unsere Minimierung hat nicht den Platz ber{icksichtigt, der
bendtigt wird, um die Werte s, sowie die ausgewahlten
Hashfunktionen h, zu speichern.

= Berechnung von a sollte eigentlich angepasst werden
(entsprechend Speicherplatz pro Element, pro m; und pro hy)

Hashing

191 H. Seidl (TUM) S§8'16 192

Diskussion / Alternativen

Probleme beim linearen Sondieren

@ Offene Hashverfahren allgemein:

Erweiterte Hashfunktion h(k, i) gibt an, auf welche Adresse ein
Schllissel k abgebildet werden soll, wenn bereits i Versuche zu
einer Kollision gefuhrt haben

@ Lineares Sondieren (Linear Probing):

h(k, i) = (h(k) + i) mod m

193 H. Seidl (TUM) GAD SS16 194



Hashing Diskussion / Alternativen [EEN] Diskussion / Alternativen

Probleme beim linearen Sondieren Probleme beim quadratischen Sondieren

e Offene Hashverfahren allgemein: @ Quadratisches Sondieren (Quadratic Probing):

Erweiterte Hashfunktion h(k, i) gibt an, auf welche Adresse ein
Schllssel k abgebildet werden soll, wenn bereits i Versuche zu
einer Kollision geflihrt haben

h(k,i) = (h(k)+cii+cP)modm  (ca#0)
oder: h(k,i) = (h(k)-(~1)Ti/21?) mod m

@ Lineares Sondieren (Linear Probing):

h(k, i) = (h(k) + i) mod m

@ Primare Haufung (primary clustering):
tritt auf, wenn flr Schllissel ky, k> mit unterschiedlichen
Hashwerten h(ky) # h(kz2) ab einem bestimmten Punkt iy bzw. iz
die gleiche Sondierfolge auftritt:

Fir, iz Yj: h(ki, i+ j) = h(ke, i + )

H. Seidl (TUM) GAD S8'16 194

EET ] Diskussion / Alternativen Hashing Diskussion / Alternativen

Probleme beim quadratischen Sondieren

@ Quadratisches Sondieren (Quadratic Probing):

Probleme beim quadratischen Sondieren
@ Quadratisches Sondieren (Quadratic Probing):
h(k,i) = (h(k)+cii+c?)modm  (ca #0)
oder: h(k,i) = (h(k)-(~1)Ti/21?) mod m

h(k,i) = (h(k)+cii+ca®)modm  (cz#0)
oder: h(k,i) = (h(k)-(~1)Ti/21?) mod m

@ h(k,i) soll méglichst surjektiv auf die Adressmenge {0, ..., m -1}
abbilden, um freie Positionen auch immer zu finden. Bei

h(k,i) = (h(k) = (=1)'Ti/21?) mod m

z.B. durch Wahlvon mprim A m=3mod4

H. Seidl (TUM) GAD SS16 195 H. Seidl (TUM) GAD SS16 195



Hashing Diskussion / Alternativen

Probleme beim quadratischen Sondieren
@ Quadratisches Sondieren (Quadratic Probing):
h(k,i) =
h(k,i) =

(h(k) + cii+ Py mod m  (cz #0)

oder: (h(k) - (=1)Ti/21?) mod m

@ h(k,i) soll mdglichst surjektiv auf die Adressmenge {0,..., m— 1}
abbilden, um freie Positionen auch immer zu finden. Bei

h(k,i) = (h(k) = (-1)'Ti/21?) mod m

z.B. durch Wahlvon mprim A m=3mod4

@ Sekundare Haufung (secondary clustering):
tritt auf, wenn flir Schliissel k1, ko mit gleichem Hashwert
h(k{) = h(kz) auch die nachfolgende Sondierfolge gleich ist:

Vi:  hky,i) = h(ke, i)
H. Seidl (TUM) GAD 5516

Sortieren

Statisches Worterbuch

Lésungsmaoglichkeiten:

@ Perfekies Hashing
» Vorteil: Suche in konstanter Zeit
» Nachteil: keine Ordnung auf Elementen, d.h. Bereichsanfragen
(z.B. alle Namen, die mit'A’ anfangen) teuer

@ Speicherung der Daten in sortiertem Feld

» Vorteil: Bereichsanfragen méglich
» Nachteil: Suche teurer (logarithmische Zeit)
H. Seidl (TUM) GAD 8516
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Hashing Diskussion / Alternativen

Double Hashing

@ Aufldsung der Kollisionen der Hashfunktion h
durch eine zweite Hashfunktion h’:

h(k,i) = [h(k) + - h'(k)] mod m
wobei fir alle k gelten soll, dass h’(k) teilerfremd zu mist,

zB. W(k) =
h(k) =

1+ kmodm-1

oder 1+kmodm-2

far Primzahl m

@ primare und sekundare Haufung werden weitgehend vermieden,
aber nicht komplett ausgeschlossen

H. Seidl (TUM)

Sortieren

Sortierproblem

@ gegeben: Ordnung < auf der Menge mdoglicher Schlilissel
@ Eingabe: Sequenz s = (e1,...,en)
Beispiel: |I|

@ Ausgabe: Permutation s’ = (e/,..., e}) von s,

so dass key(e;) < key(e; ;) furalleie{1,...,n}

Beispiel:

H. Seidl (TUM) GAD SS16 198



SelectionSort

Sortieren durch Auswéahlen

Eintache Verfahren

Sortieren

Wiéhle das kleinste Element aus der (verbleibenden) Eingabesequenz
und verschiebe es an das Ende der Ausgabesequenz

Beispiel m

imjgi)m 3 3 @”1\5{'1’4 10

SN EaTE 3 [ 5 (14]19]

1 @*9:&: Té/ 3 5\1_6,@ 4

1@'15:)1;6 143‘: 3 | 5|10(14}18)

1|3 [oJ19]|14](5 3[5(10]|14[19
T = (= =

Sortieren Einfache Verfahren

SelectionSort
Sortieren durch Auswahlen
void selectionSort(Element[] a, int n) {
forfinti=0; i< n;i++)
// verschiebe mini{alil, ..., a[n — 1]} nach a[i]
for (intj=i-+1;j<n;j++)
i (ali] > a[j])
swap(a, i, j);

}

Zeitaufwand:
@ Minimumsuche in Feld der GréBe iz ©(i)
o Gesamtzeit: Y.! ., O(i) = ©(n?)

@ Vorteil: einfach zu implementieren
@ Nachteil: quadratische Laufzeit



