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Satz 5.45 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis:
LOOP — PR:
Sei f:N™ — N LOOP-berechenbar.
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Satz 5.45 (PR = LOOP)

Die primitiv rekursiven sind genau die LOOP-berechenbaren
Funktionen.

Beweis (Forts.):

@ Pistx; := xj*c:
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Beweis (Forts.): PR — LOOP

Sei f:NF - N PR,

Mit Induktion iiber die Konstruktion von f konstruieren wir ein
LOOP-Programm Py, das f berechnet:

286

Beweis (Forts.):

@ Primitive Rekursion:

f0,7) = g()
fly+1,7) = h(f(y,2),y,7)

Folgendes LOOP-Programm berechnet f(y,7):

roi= g(7);
k := 0;
LOOP y DO
r := h(r,k,T)
k = k+1;
END
g =T

wobei wir nach Induktionsannahme LOOP-Programme zur
Berechnung von g und h konstruieren konnen.
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Beweis (Forts.):
@ Primitive Rekursion:

f0,7) = ¢(
fly+1,

r o= g(T);
k := 0;
LOOP y DO
r = h(r,k,T)
k = k+1;
END
ity =7r

5.7 Die pu-rekursiven Funktionen

@ Mit PR kann man nur beschrankt suchen:

C
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5.7 Die pu-rekursiven Funktionen

@ Mit PR kann man nur beschrankt suchen: n, ..., 0.

o Die unbschriankte Suche 0, ... erfordert so etwas wie

fn) = ...fln+1)...

5.7 Die pu-rekursiven Funktionen

Mit PR kann man nur beschrdnkt suchen: n,...,0.

Die unbschrinkte Suche 0, ... erfordert so etwas wie

fn) = ... f(n+7)...

Der u-Operator formalisiert diese Art der Suche.

Damit erhdlt man alle berechenbaren Funktionen.
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5.7 Die p-rekursiven Funktionen

@ Mit PR kann man nur beschrankt suchen: n,...,0.
@ Die unbschriankte Suche 0, ... erfordert so etwas wie
fln) = ...fln+1)...
\

e Der u-Operator formalisiert diese Art der Suche.

5.7 Die pu-rekursiven Funktionen

Mit PR kann man nur beschrankt suchen: n,...,0.

Die unbschrinkte Suche 0, ... erfordert so etwas wie

fn) = ...fln+1)...

Der u-Operator formalisiert diese Art der Suche.

Damit erhalt man alle berechenbaren Funktionen.

Andere Such- bzw Rekursionsschemata sind (im Prinzip!)
nicht notwendig.

Notation: f(n) = L bedeutet , f(n) ist undefiniert."

—
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Definition 5.46 (u-Operator)

Sei f: N*! — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
wf : NF — N ist definiert durch:

—_— — T h—————
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Definition 5.46 (u-Operator)

Sei f: N*! — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
/gf : N¥ — N ist definiert durch:

min{n € N | f(n,z) =0} falls

ein solches n existiert und
flm,T) # L firalle m <n

1 sonst

[

(@)

Intuitiv: pf(Z

) = find(0,T)
find(n,7) = if

f(n,7) =0 then n else find(n+1,7)

290

Definition 5.46 (p-Operator)

Sei f: N1 — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
pf : N¥ — N ist definiert durch:

Intuitiv: find(0,7%)

nf(T) =
ﬁnd n,7) = if f(n,T) —Othen()alse find(n+1,7) [[

Definition 5.46 (p-Operator)

Sei f: N1 — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
pf : N¥ — N ist definiert durch:

min{n € N | f(n,Z) =0} falls

_ ein solches n existiert und

v fim,T) # L firallem <n
- sonst
Intuitiv: pf(Z) = find(0,7)
find(n, I) =if f(n,T)=0then n else find(n+1,7)
Beispiel 5.47
Ist fn,z) = z—(n+n)

dann ist

pf(z)
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Definition 5.46 (u-Operator)

Sei f: N*! — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
pf : NF — N ist definiert durch:

min{n € N | f(n,7) =0} falls
_ ein solches n existiert und
fm,T) # L fir alle m <n

1 sonst

Intuitiv: pf(Z) = find(0,7)
find(n,z) =if f(n,Z) =0 then n else find(n+1,7)

Beispiel 5.47
Ist fn,z) = z—(n+n)
dannist puf(z) = @

290

Definition 5.46 (u-Operator)

Sei (f / NF+1 — N eine (nicht notwendigerweise totale) Funktion.
Die durch Anwendung des p-Operators entstehende Funktion
@ N¥ — N ist definiert durch:

min{n € N | f(n,7) =0} falls
_ ein solches n existiert und
f(m,T) # L firalle m <n

1 sonst

Intuitiv: pf(Z) = find(0,7)
find(n,z) =if f(n,Z) =0 then n else find(n+1,7)
Beispiel 5.47
Ist f(n,x) = x—(n+n)
dannist  puf(z) [x/2]
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Definition 5.48 (uR)

Die Menge der p-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt
definiert:

Definition 5.48 (1R)

Die Menge der p-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt

definiert:

291

291



Definition 5.48 (uR)
Die Menge der p-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt
definiert:
@ Die Basisfunktionen 0, +1, ﬂ'f sind pi-rekursiv.
@ Wenn eine Funktion durch
Komposition, primitive Rekursion, oder den j-Operator
aus pu-rekursive Funktionen definiert werden kann, ist sie
p-rekursiv.

Satz 5.49 (4R = WHILE)

Die p-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Definition 5.48 (uR)

Die Menge der p-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt
definiert:

@ Die Basisfunktionen 0, +1, Wf sind pi-rekursiv.

@ Wenn eine Funktion durch
Komposition, primitive Rekursion, oder den j-Operator
aus p-rekursive Funktionen definiert werden kann, ist sie
p-rekursiv.

Satz 5.49 (4R = WHILE)

Die p-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Beweis: als Erganzung des Beweises von PR = LOOP.
uR — WHILE:

Fall ;.f: Nach IA gibt es ein WHILE-Programm fiir f.
Dann ist iof auch WHILE-berechenbar:

zo := 0; @:= @;

WHILE y #0 DO =y = 29 + 1; y := f(x,Z) END

291
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Definition 5.48 (uR)

Die Menge der p-rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt
definiert:

@ Die Basisfunktionen 0, +1, Wf sind p-rekursiv.

@ Wenn eine Funktion durch
Komposition, primitive Rekursion, oder den p-Operator
aus p-rekursive Funktionen definiert werden kann, ist sie
p-rekursiv.

Satz 5.49 (uR = WHILE)

Die ji-rekursiven sind genau die WHILE-berechenbaren Funktionen.

Beweis: als Ergdnzung des Beweises von PR = LOOP.
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Beweis (Forts.):
WHILE — uR:

292



Beweis (Forts.):

WHILE — uR:
Fall P ist WHILE x; # 0 DO () END

Beweis (Forts.):
WHILE — uR:

Fall P ist{WHILE x; # 0 DO () END
Nach IA gibt es eine Funktion gg die Q berechnet.

Dann is@ wie folgt definierbar:

292
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Beweis (Forts.):

WHILE — 4R:
Fall P ist WHILE 2; % 0 D0(Q) END

Nach IA gibt es eine Funktioie () berechnet.

292

Beweis (Forts.):

WHILE — pR:

Fall P ist WHILE x; # 0 DO ) END

Nach IA gibt es eine Funktion gg die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(Q,2) = x

bt de) = (99 (i(n, @)
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Beweis (Forts.):
WHILE — uR:

Fall P ist WHILE. 0 DO Q END
Nach IA gibt es einé Funktion gg die Q berechnet.

Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(0,z) = =z }
hin+1,z) = go(h(n,z))

hi(n,z) = di(h(n,x)) [

Beweis (Forts.):

WHILE — uR:

Fall P ist WHILE x; # 0 DO () END

Nach IA gibt es eine Funktion gg die Q berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(0,z) = =z
hin+1,z) = go(h(n,z))
hi(n,z) = di(h(n,x))

L [ hox T
h

Tee (%)

hi(n,z) ist der Wert von z; nach n Iterationen von Q.

Dh ph;(x) ist die Anzahl der Iterationen von () bis x; = 0,
dh bis P terminiert.

292
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Beweis (Forts.):

WHILE — pR:

Fall P ist WHILE z; # 0 DO ) END

Nach IA gibt es eine Funktion g¢g die () berechnet.
Dann ist gp wie folgt definierbar:

h(0,z) = =z
hin+1,2) = go(h(n,z))

hi(n,z) = di(h(n,x))

hi({) =) ist der Wert von x; nach n Iterationen von Q).

e,

Durch die Transformation
#R — WHILE mit einer Schleife (Kleene) — uR

geniigt also immer ein pu-Operator:
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Durch die Transformation
pR — WHILE mit einer Schleife (Kleene) — uR

geniigt also immer ein p-Operator:

Korollar 5.50 (Kleene)

Fiir jede n-stellige p-rekursive Funktionen f gibt es zwei
n + 1-stellige PR Funktionen h und h', so dass

f(@) = h(ph'(z),T)

——

5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) = n+l
alm+1, 0) = a(m,1)
aim+1n+1) = a(m,a(m+1,n))

N

293
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5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) = n+l
alm+1, 0) = a(m,1)
alm+1n+1) = a(m,a(m+ 1,n))

5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) = n+1l
alm+1, 0) = a(m,1)
alm+1n+1) = a(m,a(m+ 1,n))

2 §“Dieg ist keine PR Definition.

(0,2 (1,1)] =

a(o, <’ a(1,0))=

4(9,4/&0/ i&))/) =

—_—

g (0, alor v)) O F

4’({0/7) - (/
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5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) =
am+1, 0) =
am+1n+1) =

@ Dies ist keine PR Definition.

5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) =
aim+1, 0) =
am+1n+1) =

@ Dies ist keine PR Definition.
@ Aber: # a ist nicht PR

@ Ziel: a ist berechenbar, total,

Fakt 5.51

n—+1
a(m,1)
a(m,a(m+ 1,n))

n+1
a(m,1)
a(m,a(m+ 1,n))

aber nicht PR

Die Ackermann-Funktion ist (OCaml-)berechenbar.
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5.8 Die Ackermann-Funktion

a( 0, n) = n+l
alm+1, 0) = a(m,1)
alm+1n+1) = a(m,a(m+ 1,n))

@ Dies ist keine PR Definition.
e Aber: # a ist nicht PR
@ Ziel: a ist berechenbar, total, aber nicht PR

Beispiel:

a(2,2) -
1,a(2,1)) =
1,a(1,a(2,0))) =
1,a(1,a(1,1))) =

1) a(1) (0, a(1,0))))
1, a(1,a(0, a(0,1))))
1,a(1,a(0,2))) =
1,a(1,3)) =
1,a(0,a(1,2))) =

1, a(0,a(0,a(1,1)))) =

1, a(0, a(0, a(0, a(1, 0;;))) =

(

(1,

(

(1

(

(1

(

(

.

(1, a(0,a(0, a(0,a(0,1
(1, a(0, a(0, a(0, 2))))
(1, a(0,a(0,3))) =
(1, a(0,4)) =

(1,5) =

(0,a(1,4)) =

(0, a(0,a(1,3))) =
EO a(0,a(0,a(1,2)))) =
(
(
(
(
(
(
(0,

)
0, a(O a(O a(() a(O,a(l
0, a(0, a(0, a(0, a(0, a(0,
0, a(0,a(0,a(0,a(0,2)
0, a(0,a(0,a(0,3)))) =

0, a(0,a(0,4))) =

0, a.)(O 5)) =

Qe QL Q2R RRQQQR2R22RQ00R2R2R200002022°2

\]

Scherzfrage: a(6,6) =
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Der Beginn:

Beispiel:

a(0,n) =

a(2,2) =

a(l,a(2,1)) =

a(l,a(l,a
a(l,a(l,a
a(l,a(l,a
a(l,a(l,a
a(l,a(l,a
a(l,a(1,3

a(l,a(0,a
a(l,a(0,a
a(l,a(0,a
a(l,a(0,a
a(l,a(0,a
a(l,a(0,4
a(l,5) =

a(0,a(l,4)
a(0,a(0,a
a(0,a(0,a
a(0,a(0,a
a(0,a(0,a

a(0, a(0,a
a(0,a(0,a
a(0, a(0,a
a(0,a(0,5
a(0,6) =

7

RHO

lwsosooowmlvs

coor
I2ea =

(
(1,
(
(0,
(
)
a(l,a(0,a(
(
(
(
(0,
(
)

sl

DB@D

8
:ooooo»a:

(
(
(0,
(
a(0, a(0,a(0,
(
(
(0,
)

Il e

n-+1

3o
zor
=

|

)) =
a(l M) =
»a(0,a(1,0))))))
»a(0, a(0, 1))))))
La(0,2))))) =
:3))) =
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Der Beginn:
a(0,
a(l,n
Der Beginn:
a(0,
a(l,
a(2,n)

n+1

2+ (n+3)—

n+1

2+ (n+3)—
2(n+3)—=3

3

3
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Der Beginn:

Der Beginn:

n+1
24+ (n+3)-3

2(n+3) -3
2n+3 -3

n—+1

24+ (n+3)-3
2(n+3) -3
2n+373

2 4 ((

~
n+3

777
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Der Beginn:

a(0,n) = n+1
a(l,n) = 2+ (n+3)—3
a(2,n) = 2(n+3)—3
a(3,n) = 273 3
2
a(4,n) = 2\2:4—3
n+3

(0.n) =
a(l,n) = 2+ (n+3)—3
a(2,n) = 2(n+3)—3
a(3,n) = 273 3
2

a(4,n) = 2\2;4—3

n+3
a(5,n) = 777

Mit Induktion uber n:

a(m+1,n) —m,y...)

n+1
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Der Beginn:

a(0,n) = n+1
a(l,n) = 24 (n+3)—3
a(2,n) = 2(n+3)—3
a(3,n) = 2" 3
‘2

a(4,n) = &—3

n+3
a(b,n) = 777

Mit Induktion tber n:

a(m+1,n) :g(m,a(m,...a(m,l)...)

s

n+1

Bsp: a(l,n) = -

296

Ackermann als Familie von Funktionen A,,: 4,,(n) := a(m,n).

297

Der Beginn:
a(0,n) = n+1
a(l,n) = 2+ (n+3)—3
a(2,n) = 2(n+3)—3
a(3,n) ont3 _ 3
2

a(d,n) = 22 -3

n+3
a(b,n) = 777

Mit Induktion uber n:

Ackermann als Familie von Funktionen A,,: A,,(n) := a(m,n).
Nun gilt:
Ao(n) = s(n)
Amsi(n) = AZ(1)
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Der Beginn:

a(0,n) = n+1 Aﬂ
a(l,n) = n+3)—3
—=a2,n) = 2n+3)-3
a(3,n) = 2" =3
2
a(4,n) = 2% -3
~
n+3
a(b,n) = 777
Mit Induktion iiber n:
alm+1,n) = (m a(m,...a(m,1)
n+1

Bsp: a(l,n) =

Ackermann als Familie von Funktionen A,,: A,,(n) :=

Nun gilt:
Ap(n) = s(n)
Amyi(n) = AMH(1) = Ap(... An(1)
n+1

kl'}ﬂ

<_~

296

a(m,n).

297

Beispiel:

a(2,2) -
(1,a(2,1)) =
(1,a(1,a(2,0))) =
(1,a(l,a(1,1))) =
(1, a(1, a0, a(1,0)))) =
(1 a(L] (0, a(0,1))))
(1, a(1,a(0,2))) =
(1 a(1)37) =

(L, a(0, a(1,2))) =
(1, a(0, a0, a(1,1)))) =
(1, a(0,a(0, a(0,a(1,0
(1, a(0,a(0, a(0,a(0,1
(1, a(0, a(0, a(0,2)))) =
(1, a(0,a(0,3))) =
(1, a(0,4)) =
(1,5) =
(0,a(1,4)) =
(0,a(0,a(1,3))) =

(0, a(0, a(0, a(1,2))))
(0, a(0,a(0, a(0,a(l,1
(0, a(0,a(0, a(0,a(0, a
(0, a(0, a(0, a(0,a(0, a
(0, a(0, a(0, a(0, a(0, 2
(0, a(0, a(0, a(0, 3))))
(0, a(0,a(0,4))) =
EO a(0,5)) =

6) =

Qe Q22 R2QRQ220Q2R2R00Q000R220200 002022

\]

Ackermann als Familie von Funktione
Nun gilt:

Ao(n) = s(n)
Apgi(n) = ijl(l):

Beobachtung: alle A,,, sind total und

|

—u

La2cy
o<
==

nAm: Ap(n) =

n+1

PR

a(m,n).
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Ackermann als Familie von Funktionen A,,: 4,,(n) := a(m,n).

Nun gilt:
Ao(n) = s(n)
Amsi(n) = A1) = An(... An(1)...)
n+1

Beobachtung: alle A,, sind total und PR (mit Ind. tiber m)

Ackermann als Familie von Funktionen A,,: 4,,(n) := a(m,n).

Nun gilt:
Ap(n) = s(n)
Amsi(n) = A1) = An(... An(1)...)
n+1

Beobachtung: alle A4,, sind total und PR (mit Ind. iiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

ao n = n+l
a (mt1) n = iter (n+1) (am) 1

iter O fx = x /(
iter (n+1) f x f (iter n f x)
(n+1,

297
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Ackermann als Familie von Funktionen A,,: A,,(n) := a(m,n).
Nun gilt:

Ao(n) = s(n)
Apyi(n) = A1) = Ao .. An(1)..)
n+1

Beobachtung: alle A4,, sind total und PR (mit Ind. iiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

a0 n = n+l
a (m¥1) n = iter (n+l) (am 1

——

297

Ackermann als Familie von Funktionen A,,: A,,(n) := a(m,n).
Nun gilt:

Ao(n) = s(n)
Apyi(n) = A1) = Ao .. An(1)..)
n+1

Beobachtung: alle A4,, sind total und PR (mit Ind. iiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

a0 n = n+l
a (m+1) n iter (n+1) (am) 1

iter O fx = x
iter (n+1) f (iter n f x)

H

X

Ackermann ist mit primitiver Rekursion héherer Stufe definierbar.

L —
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Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 5.52
Die Ackermann-Funktion ist total.

Man kann auch direkt zeigen:
Lemma 5.52

Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: Vn € N. a(m,n) # L (1)

e Basis: a(0,n) =n+1# L

—
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Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 5.52
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: Vp € N. a(m,n) # L

—

Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 5.52
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: Vn € N. a(m,n) # L

@ Basis: a(0,n)=n+1%# 1

298
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Ackermann als Familie von Funktionen A,,: 4,,(n) := a(m,n).
Nun gilt:
Ao(n) = s(n)
Amsi(n) = A1) = An(... An(1)...)
1
n+

Beobachtung: alle A,, sind total und PR (mit Ind. tiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

a o0 n = n+l
a (m+1) n iter (n+1) (am) 1

Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1n+1) > (m,.)
(m+1,n+1) > (m+1,n)

Definition 5.53 (lexikographische Ordnung)

(myn) > (m',n') = m>m'V(im=m'An>n'

297

299

Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1n+1) > (m,
m+ L,n+ > (m+1,n)

Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1n+1) > (m,.)
(m+1,n+1) > (m+1,n)

Definition 5.53 (lexikographische Ordnung)

= m>m'V(im=m'An>n')

(m,n) > (m',n)
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Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1,n+1) > (m,.)
(m+1,n+1) > (m+1,n)

Definition 5.53 (lexikographische Ordnung)
(myn) > (m',n') = m>m'V(im=m'An>n’

Beispiel: (2,3) > (2,2) > (1,42) > ---

—_— — m—

Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1n+1) > (m,.)
(m+1,n+1) > (m+1,n)

Definition 5.53 (lexikographische Ordnung)

(myn) > (m',n') = m>m'V(im=m'An>n'

Beispiel: (2,3) > (2,2) > (1,42) > ---

Satz 5.54
Die lexikographische Ordnung auf N x N terminiert.

Beweis:

mit geschachtelter Induktion, wie bei der Totalitat von a. L]
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Kompakter: die lexikographische Ordnung auf den Argumenten von
a nimmt bei jedem rekursiven Aufruf ab:

(m+1,0) > (m,1)
(m+1n+1) > (m,.)
(m+1n+1) > (m+1,n)

Definition 5.53 (lexikographische Ordnung)

(m,n) > (m',n') = m>m'V(im=m'An>n")

Beispiel: (2,3) > (2,2) > (1,42) > ---

Satz 5.54
Die lexikographische Ordnung auf N x N terminiert.

Warnung: Kein Beweis der Totalitdt einer rekursiven Funktion:

»denn in jedem rekursiven Aufruf wird eines der Argumente kleiner"
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Warnung: Kein Beweis der Totalitadt einer rekursiven Funktion:

»denn in jedem rekursiven Aufruf wird eines der Argumente kleiner*

flm+1,0) = f(m,1)
f(Oon+1) = f(1,n)

Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vE e N, f(7) < affy maxT).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f. O
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Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es eint € N, so dass

vZ € N*. (%) < a(t, max ).
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Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vZ € N*. (%) < a(t, max 7).
Beweis:
Mit Induktion {iber den Aufbau der Definition von f. O
Prinzip: t ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]
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Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

VT € N, f(Z) < a(t, max 7).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.

Prinzip: ¢ ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]

Satz 5.56
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

VE € N*. f(Z) < a(t, max 7).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.

Prinzip: ¢ ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]

Satz 5.56
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:
Indirekt. Angenommen a ware doch PR. Dann ist auch f PR:

f(n) = a(n,n)
Nach obigem Lemma gibt es@.nlmit f(n) < a(t,n) fir alle n.
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Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vZ € N*. (%) < a(t, max ).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.
Prinzip: t ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]
Satz 5.56
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:

Indirekt. Angenommen a ware doch PR. Dann ist auch f PR:
f(n) = a(n,n)

Lemma 5.55

Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vZ € N*. (%) < a(t, max 7).
Beweis: L\__,\/
Mit Induktion {iber den Aufbau der Definition von f.
Prinzip: t ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]
Satz 5.56
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:
Indirekt. Angenommen a ware doch PR. Dann ist auch f PR:

fn) = a(n,n)

I RS

Nach obigem Lemma gibt es ¢ mit f(n) < a(t,n) fir alle n.

t) <alt,t t

[ <o) =10,
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Lemma 5.55
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

VT € N, f(Z) < a(t, max 7).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.

Prinzip: ¢ ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]
Satz 5.56

Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:
Indirekt. Angenommen a ware doch PR. Dann ist auch f PR:

f(n) = a(n,n)

Nach obigem Lemma gibt es ¢ mit f(n) < a(t,n) fir alle n.

f(t) <altt) = f(t)

Oberflachlich intuitiv:
Die Ackermann-Funktion waichst schneller als alle PR
Funktionen.

Genauer:

Die Funktion n — a(n,n) wachst schneller als alle PR
Funktionen.
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Oberflachlich intuitiv:
Die Ackermann-Funktion wachst schneller als alle PR
Funktionen.

Oberflachlich intuitiv;
Die Ackermann-Funktion wachst schneller als alle PR
Funktionen.

Genauer:

Die Funktion n +— a(n,n) wachst schneller als alle PR
Funktionen.

Intuitiver Grund:
o Fiir fixes t ist n +— a(t,n) PR, denn dies ist A;.
e A; braucht aber eine PR Definition der Lange O(t).

—
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Da die Ackermann-Funktion total, berechenbar und nicht PR ist:

Korollar 5.57
Die PR Funktionen sind eine echte Teilklasse der berechenbaren
totalen Funktionen.

Knobelaufgabe: Sei b: Z* — Z

b(i,j,k) = if j <ithen j
else b(b(i +1,7,k),b(j + 1,k,4),b(k + 1,¢, 7))
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Die berechenbaren Funktionen

berechenbar = TM = WHILE = GOTO = uR

total (zB Ackermann)

LOOP = PR
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