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Strukturelle Induktion

Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle reguldren Ausdriicke
v gilt, also P(7), beweise

e P(0)

e P(e)

e P(a) firalleac X

e Pla)ANP(3)= P(aj)
e Pla) ANP() = Pla | )
o P(a) > P(a®)

Strukturelle Induktion

Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle regularen Ausdriicke
v gilt, also (), beweise

Satz 2.17 (Kleene 1956)

Eine Sprache L C ¥* ist genau dann durch einen reguldren
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.




Satz 2.17 (Kleene 1956)

Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann durch einen reguldren
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.

Beweis:

——

Sei L = L(7).

Wir konstruieren einen e-NFA N mit L = L(N) mit Hilfe
struktureller Induktion tiber ~.

Fall v = af:
Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(/3).

Satz 2.17 (Kleene 1956)

Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann durch einen regularen
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.

Beweis:

H:>H:

Sei L = L(v).

Wir konstruieren einen e-NFA N mit L = L(N') mit Hilfe

struktureller Induktion tiber ~.

Die Basisfalle v =0, v = €, und v = a € ¥ sind offensichtlich.
O=D

Fall v = aj3:
Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Npg
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(73).
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Fall v = af3:

Nach Induktionsannahme kénnen wir e-NFAs N, und Ng

konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(j3).
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Fall v = af:

Na

Ng

Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(/3).

( ™
_/LH \“\ -
./ | / If \I
O
N, Ns

Formal:

Ny (Qa: 2. 0a, qoa: Fa)

Ng =

(Qp. 2,05, q08, F3)

(mit QaNQp =10)

Fall v = af3:

Nach Induktionsannahme kénnen wir e-NFAs N, und Ng

konstruieren mit L(N,) = L(«) und L(Ng) = L(/3).

Formal:
N,
Ng
Fall v = ag:

(QasZ- 0o Goas Fa)
(Q5.%.08.q08. F3)

Ng

Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Npg
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(53).
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Formal:




Fall v = af3:
Nach Induktionsannahme kénnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(j3).
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N, Ng
Formal:
N, (Qas 2, 0a, Goas F)
Ng (@5, %, 08, q05. Fg)  (mit Qa N Qs =)
A‘raﬁ = (Qa U QS 3.0, QOa:Fﬂ)
0 = 0aUdgU{(f.€)— {aos} | [ € Fa}
Fall v = o | 3

Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(/3).

Fall v = af3:
Nach Induktionsannahme kénnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(N,) = L(«) und L(Ng) = L(/3).
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N, Ng
Formal:
N, (Qa.%. 0 Goa- Fa)
Ng (Qs.%,08.q08, F3)  (mit Qa N Qs =0)
N (Qa U Q3.%.0. qoa. Fa)
0 = G,UdgU{(f.€) — {aoa} | f € Fa}
Fall v = o | 3

Nach Induktionsannahme konnen wir e-NFAs N, und Npg
konstruieren mit L(N,) = L(a) und L(Ng) = L(53).
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Fall v = o | /3

Nach Induktionsannahme kénnen wir e-NFAs N, und Ng
konstruieren mit L(Ng,) = L(a) und L(Ng) = L(53).
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Fall v = a*:

Na

Nach Induktionsannahme kdnnen wir einen e-NFA N, konstruieren

mit

L(Na) = L(a) .
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Na

Fall v = o*:

Nach Induktionsannahme kénnen wir einen e-NFA N, konstruieren

mit

Fall v = a*:

L(N,) = L(a) .

Nach Induktionsannahme kénnen wir einen e-NFA N, konstruieren

mit

L(N,) = L(a) .




Fall v = a™*:

Nach Induktionsannahme kénnen wir einen e-NFA N, konstruieren

mit
L(N,) = L(a) .
€
; &
a
e
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Sei M = (Q),X.9,q1, F) ein DFA.

Wir konstruieren einen RE v mit L(M) = L(7).

Fall v = o*:
Nach Induktionsannahme kénnen wir einen e-NFA N, konstruieren
mit
L(N,) = L(«) .
€
.f ™y
= € N u N
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Sei M = (Q,%,4,q,, F') ein DFA.
Wir konstruieren einen RE v mit L(M) = L(~).

Sei Q@ ={q1,.--.qn}




="
Sei M = (Q.X,9,q1. F) ein DFA.

Wir konstruieren einen RE v mit L(M) = L(7).
gn}. Wir setzen

R .= {w € ¥* | die Eingabe w fiihrt von ¢; in g,

H<‘:H:

Sei M = (Q),X.9,q1, F) ein DFA.

Wir konstruieren einen RE v mit L(M) = L(7).

Sei Q@ ={q1,-.., Gn }. Wir setzen

chj = {w € ¥* | die Eingabe w fiihrt von ¢; in q;, wobei alle
Zwischenzustidnde (ohne ersten und letzten)

einen Index < k haben }

..... n} kénnen

Behauptung: Fiir alle 7, j € {1 n}und ke {0,....
wir einen RE af“j konstruieren mit L(af}) = Rf“;,,

fe=":
Sei M = (Q,X,4,q1, F') ein DFA.
Wir konstruieren einen RE v mit L(M ) = L(~).

Sei Q@ ={aq,..., qn}. Wir setzen

Rf“j = {w € X* | die Eingabe w fiihrt von ¢; in ¢;, wobei alle
Zwischenzustinde (ohne ersten und letzten)

einen Index < k haben }

Bew.:
Induktion tber k:
k = 0. Hier gilt
70 _ {ae X |d(gi.a) =g}, falls i £ j
Y {aex dagi,a) =qjt U{e}, fallsi=j
i




Bew.:
Induktion tber k:
k= 0: Hier gilt
2 {aeX | (g, a)=q;}. falls i £ j
Y {aeX | d(q,a) =qj}U{e}, fallsi=j

Setze

i arl...|lale fallsi=j

1. . la falls i # j
L0 {al| @ alls i # j

wobei {a1....q;} = {a € X | d(g;.a) = q;}.

Bew.:

Induktion Uber k:
le = k + 1: Hier gilt

k41 k k k * Dk
R = Ry BglMH)(E'(Hl)(wd)) R i1y

weil man jede Folge von Zahlen < I + 1 schreiben kann als
Frok+1, B k+1,..., k+1,Fn

wobei jede F; Folge von Zahlen < [ ist.

Bew.: Q “ o

Induktion tiber k: (—Q
k =k + 1: Hier gi

Rl“ Rk URz(k-i—l)(R?k+1)(k+1))*R(k+l)

-

Bew.:
Induktion tber k:
ke = k + 1: Hier gilt
k+1 k k * Dk
R = R U RN (Rl ) Bl
weil man jede Folge von Zahlen < k + 1 schreiben kann als

Frok+ 1L k+1,..., k+1,Fy,

wobei jede F; Folge von Zahlen < £ ist.
Wir definieren rekursiv

k+1

k k k * _k
ag; = g | Oy () et 1) k1),




Bew.:
Induktion Uber k:
k= k+ 1: Hier gilt

k+1 k k k « 1ok
weil man jede Folge von Zahlen < k + 1 schreiben kann als

Fl,li‘+1.F2,ii‘+1 ..... 1&‘+1.Fm

wobei jede F) Folge von Zahlen < [ ist.
Wir definieren rekursiv

k+1 _ k| Lk k %k
i =0 C‘z‘(kJrl)(a(kJrl)(kJrl)) C(k41)5

Somit gilt
L(M)=L(af, || o)

wobei 7= {iy,..., ir}.

Fakt 2.18

Alle endlichen Sprachen sind regular.

Bew.:

Induktion uber k:
k =k + 1: Hier gilt

k+1 k k k « ok
R = R U Ry (Bl o) " Blier);
weil man jede Folge von Zahlen < k + 1 schreiben kann als

Fl._lli'_"l.FQ,li‘_“l ..... nti‘—|-1.Fm

wobei jede Fj Folge von Zahlen < [ ist.
Wir definieren rekursiv

k k k k * k
@'Jl = ajj | @i(kﬂ)(@(kﬂ)(kﬂ)) X (k+1)5
Somit gilt

L(M) = L(ayy, |-~ | aly,)

wobei ' = {iy,..., iy }.

Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA « NFA <« eNFA

N LS
RE

RE — e-NFA:  RE der Lange n ~» O(n) Zustande
e-NFA — NFA: Q ~ @

NFA — DFA: n Zustande ~ O(2™) Zustande

FA — RE: n Zustande ~~ RE der Lange O(n4™)




Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA «— NFA +«+ eNFA

N
RE

RE — e-NFA: RE der Lange n ~ O(n) Zustande
e-NFA — NFA:  Q ~ Q

NFA — DFA: n Zustinde ~» O(2™) Zustinde

FA — RE: n Zustiande ~» RE der Linge O(nd™)

Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA + NFA <+ &NFA

N LS
RE

RE — e-NFA: RE der Lange n ~ O(n) Zustande
e-NFA — NFA:  Q ~ Q

NFA — DFA: n Zustande ~ O(2") Zustande

FA — RE: n Zustande ~~ RE der Lange O(n4™)

Beweis FA—RE: mj, := maximale Lange von afj

° M= ¢y |3]

Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA «— NFA <+ eNFA

N~ LS
RE

RE — e-NFA:  RE der Lange n ~» O(n) Zustiande
e-NFA — NFA: @ ~ @

NFA — DFA: n Zustinde ~+ O(2™) Zustinde

FA — RE: n Zustinde ~~ RE der Lange O(n4™)

Beweis FA—RE: /i := maximale Lange von a_f-“j

Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA « NFA <« eNFA

N LS
RE

RE — e-NFA:  RE der Lange n ~» O(n) Zustiande
e-NFA — NFA: Q ~ @

NFA — DFA: n Zustande ~ O(2") Zustande

FA — RE: n Zustande ~~ RE der Lange O(n4™)

Beweis FA—RE: 1 := maximale Linge von o;f-“j

e mg = 1|

@ Mps1 =4 *xmyp + e
k+1 k




Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA «— NFA +«+ eNFA

~ L/
RE

RE — e-NFA: RE der Lange n ~ O(n) Zustande
e-NFA — NFA:  Q ~ Q

NFA — DFA: n Zustinde ~» O(2™) Zustinde

FA — RE: n Zustdnde ~~ RE der Lange O(n4d")

Beweis FA—RE: mj := maximale Lange von af“j

e my=c1|X| 0
’TO"\\ )

Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA + NFA <+ &NFA

N LS
RE

RE — e-NFA: RE der Lange n ~ O(n) Zustande
e-NFA — NFA: Q ~ @

NFA — DFA: n Zustande ~~ O(2") Zustande

FA — RE: n Zustande ~~ RE der Lange O(n4™)

Beweis FA—RE: mj, := maximale Lange von afj
e mp = 1|
@ My =4dxmg+

o my € O(4F)

Bew.:

Induktion uber k:
k =k + 1: Hier gilt

k+1 k k k « ok
R = R U Ry (Bl o) " Blier);
weil man jede Folge von Zahlen < £ + 1 schreiben kann als

Fl._nti‘—Fl.FQ,li’—Fl ..... nti‘—|-1.Fm

wobei jede F} Folge von Zahlen < k ist.
Wir definieren rekursiv

S R k k * k
o = o | Qi(k+1)(a(k+l)(k+l)) M(k+1)j

Somit gilt
L(M) = L(agy, | -+~ | af,)
wobei F'= {ij.,..., iy }.

Unsere Konversionen auf einen Blick:

DFA « NFA <« eNFA

N LS
RE

RE — e-NFA:  RE der Lange n ~» O(n) Zustiande
e-NFA — NFA: Q ~ @

NFA — DFA: n Zustande ~ O(2™) Zustande

FA — RE: n Zustande ~~ RE der Lange O(n4™)

Beweis FA—RE: 1 := maximale Linge von o;f-“j
e mg = 1|

@ M1 =4xmyg+c2

o my € O(4F)

@ Linge des Gesamtausdrucks: O(n4™)




2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien IR, Ry, Ry T ¥* reguldre Sprachen. Dann sind auch

R Ry,

reguldre Sprachen.

2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien R, R1, Ry C X* regulire Sprachen. Dann sind auch

RiRy, RURy, R, F(: Z*\B) RN Rs.

reguldre Sprachen.

2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien . Ry. Ry C X* reguldre Sprachen. Dann sind auch

RlRQ. Rl U_RQ. R*, F (= X" \\ R).

reguldre Sprachen.

2.6 Abschlusseigenschaften reguldarer Sprachen

Satz 2.19
Seien R, Ry. Ry C X* regulare Sprachen. Dann sind auch

RiRy. R{URy, B*, R (:=S*\ R), RN Ro. Ri\ Ry

reguldre Sprachen.




2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien IR, Ry, Ry T ¥* reguldre Sprachen. Dann sind auch

Ri1Rs, F1URy, R, P(: Z*\R) RN Ry, Bl\RQ

reguldre Sprachen.

Beweis:
R1Fa, iU Ry, B* klar.

2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien R, R1, Ry C X* regulire Sprachen. Dann sind auch

iRy, RiURs, B*, R (= S*\R), RN Qs R\ Ry

reguldre Sprachen.

Beweis:
R1Rs, 11U Ry, R* klar.
R Sei R = L(A), A= (Q.%.0,q0, ') DFA.

Betrachte A" = (), %,4,q0,Q \ F)).
Dannist L(A") = L(A) =R

2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien . Ry. Ry C X* reguldre Sprachen. Dann sind auch

R1Ry, R URy, R, ?(: Z*\R) RN Ry, Rl\R.Q

reguldre Sprachen.

Beweis:
R1Bs, B1U Ra, R* klar.
R Sei R=L(A), A= (Q.X.,d.qy. F) DFA.

2.6 Abschlusseigenschaften reguldarer Sprachen

Satz 2.19
Seien R, Ry. Ry C X* regulare Sprachen. Dann sind auch

RiRy. R{URy, B*, R (:=S*\ R), RN Ro, R\ Ry

reguldre Sprachen.

Bewelis:
RiRs, 1 U Ry, R* klar.
R Sei R = L(A), A= (Q,X,d,q0, F) DFA.

Betrachte A" = (Q,%,0,q0,Q \ F).
Dannist L(A") = L(A) =R

)
RiNnRy =R URy (De Morgan)




2.6 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen

Satz 2.19
Seien IR, Ry, Ry T ¥* reguldre Sprachen. Dann sind auch

RiRs, B U R, R*_. P(: Z*\R) RN Ry, Rl\Rg

reguldre Sprachen.

Beweis:
R1Ra, 1 U Ry, R* Klar.
R Sei R=L(A), A= (Q.X.9,q0, F) DFA.
Betrachte A" = (Q, X, 4, qo, Q \ F).
Dannist L(A")=L(A)=R
RiNRy =R;{URy; (De Morgan)
R \ Ry =R, mﬁz L]
Bemerkung

Komplementierung (R) durch Vertauschen von Endzustinden und
Nicht-Endzustanden funktioniert nur bei DFAs, nicht bei NFAs!

Ubungsaufgabe: Finde Gegenbeispiel fiir NFAs

Bemerkung
Komplementierung () durch Vertauschen von Endzustinden und
Nicht-Endzustanden funktioniert nur bei DFAs, nicht bei NFAs!

Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg (iber de Morgan.




Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg (iber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg (iber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Parallelismus = Kreuzprodukt der Zustandsraume

Satz 2.20
Sind ;"1\.[1 = (Ql Z, 51. Sl-.Fi) und ﬂ[g = (QZ Z._ 52. SQ._FQ) DFAS,
dann ist der Produkt-Automat

M= (Ql X QQ. 2(5 (5’1. SQ).Fl X FQ)

Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg iiber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Parallelismus = Kreuzprodukt der Zustandsraume

Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg (iber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Parallelismus = Kreuzprodukt der Zustandsraume

Satz 2.20
Sind 1‘“![1 = (Ql 2,51. 51:Fi) und ;"1\[2 = (Qz Z, 52.-5‘2,F2) DFAS,
dann ist der Produkt-Automat
M := (Ql X QQ. 2(5 (5’1. Sg).Fl X Fg)
0((q1,q2), a) := (01(q1, @), 62(q2. @)




Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg iiber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Parallelismus = Kreuzprodukt der Zustandsraume

Satz 2.20

Sind ;"“.[1 = (Ql X, 51..5‘1.F1') und ;nurg = (Qz 2.52, SQ.FQ) DFAS,

dann ist der Produkt-Automat

M = (Ql X Qg. .0, (5‘1._ Sg).Fl X Fg)
5((q1,q2), a) :== (01(q1, a), d2(gafay)

ein DFA der L(My) N L(Ms) akzeptiert.

Beweis:
Mit Induktion lber w:

0((qr.q2). w) = (91(q1.w). da(qz. w)).

Die Produkt-Konstruktion:
Durchschnitt direkt auf DFAs, ohne Umweg iiber de Morgan.

Beide DFAs laufen synchron parallel, Wort wird akzeptiert wenn
beide akzeptieren.

Parallelismus = Kreuzprodukt der Zustandsraume

Satz 2.20
Sind ;nllrl = (Ql-. 2.51, HlFQ) und ;"‘\fg = (Qg._ X, 52.-5‘2.F2) DFAS,
dann ist der Produkt-Automat

M = (Ql x Qg._ 25 (51. Sg)._Fl X Fg)
5((q1,q2), a) == (01(qr., a), d2(g2, a))

ein DFA der L(My) N L(Ms) akzeptiert.
Erinnerung: [Q1 x Q] = Q1| Qs

Definition 2.21

Die Umkehrung (Spiegelung) von w = aj .. .a,, ist w® :=a, ...a;.




Definition 2.21
R

Die Umkehrung (Spiegelung) von w = ay ... a, ist w™ = a, ..

Die Umkehrung einer Sprache A4 ist A% := {wf | w € A}

Satz 2.22

Ist A eine regulire Sprache, dann auch A%,

Definition 2.21

Die Umkehrung (Spiegelung) von w = ay .. .a, ist w :=a,, ..

Die Umkehrung einer Sprache A4 ist A := {w!t | w e A}

Satz 2.22

Ist A eine regulire Sprache, dann auch A",

Beweis:
Sei M = (Q, 3,4, qo, F) ein DFA mit L(M) = A.

L.

Lay.

Definition 2.21
R

Die Umkehrung (Spiegelung) von w = ay ... a, ist w™ = a, ..

Die Umkehrung einer Sprache A ist A% := [wf | w € A}

Satz 2.22

Ist A eine regulire Sprache, dann auch AR,

Bewelis:
Sei M = (Q., %, o, F') ein DFA mit L(M) = A.

Definition 2.21

Die Umkehrung (Spiegelung) von w = aj .. .a, ist w® :=a, ..

Die Umkehrung einer Sprache A ist A% := {w! | w € A}

Satz 2.22

Ist A eine regulire Sprache, dann auch AF.

Beweis:
Sei M = (Q,X.4,q0.F) ein DFA mit L(M) = A.
Wir konstruieren nun einen e-NFA M’ mit L(M') = AF:

e Kehre alle Ubergénge um: p 2 q -~ P & q

LA,

Lay.




Definition 2.21 Definition 2.21
Die Umkehrung (Spiegelung) von w = ay ... a, ist wh=a,.. . a. Die Umkehrung (Spiegelung) von w = ay ... ay, ist wh=a,.. . a.
Die Umkehrung einer Sprache A4 ist A% := {wf | w € A} Die Umkehrung einer Sprache A ist A% := [wf | w € A}
Satz 2.22 Satz 2.22
Ist A eine regulire Sprache, dann auch A%, Ist A eine regulire Sprache, dann auch AR,
Beweis: Beweis:
Sei M = (Q,%.9,qo, F') ein DFA mit L(M) = A. Sei M = (Q,%,4,qo, F') ein DFA mit L(M) = A.
Wir konstruieren nun einen e-NFA M’ mit L(M') = A Wir konstruieren nun einen e-NFA M’ mit L(M') = A
o Kehre alle Uberginge um: p = ¢ ~ p <& g o Kehre alle Uberginge um: p = g~ p & g
e Fiige einen neuen Startzustand ¢, hinzu o Fiige einen neuen Startzustand ¢; hinzu
mitq{ggfﬁjrallefEF. mitq{)gforaIIefEF.
e Mache ¢o zum (einzigen) Endzustand.
Dann gilt L(M') = AF.
Beweis (Forts.): 2.7 Rechnen mit reguldren Ausdriicken
A — / A ; o
Formall. M =(QuU{g}. 2.9, ¢ {qo0}) mit Definition 2.23
° qp & Q, Zwei reguldre Ausdriicke sind dquivalent gdw sie die gleiche
Sprache darstellen:
a=f = Lia)= LB
0< o /g Beispiel zum Unterschied von = (syntaktische Identitdt) und =
(Bedeutungsiquivalenz): e = 0" aber € £ 0".




2.7 Rechnen mit reguldaren Ausdriicken

Definition 2.23

Zwei reguldre Ausdriicke sind dquivalent gdw sie die gleiche
Sprache darstellen:

a=j3 & Lia)=L(j3)

Beispiel zum Unterschied von = (syntaktische Identitat) und =
(Bedeutungsiquivalenz): e[ 0 aber € # 0.
Wird leicht (bewusst oder unbewusst) verwechselt.

Null und Eins:

Lemma 2.24
el|la=al|b=a
e Da=ab=0

Null und Eins:
Lemma 2.24

el|la=a|b=a

Null und Eins:

Lemma 2.24
el|la=a|b=a
e fa=a=0

@ € = (Y€ = (¥




Null und Eins:

Lemma 2.24
o lla=alb=
e Da=aD=0
@ En=ae=a
e N =¢
@ c*=¢€
Lemma 2.25
Assoziativitat:
e (a]f)

[v=a
o (af)y = a(By)

v

| (B17)

Lemma 2.25

Assoziativitat:

o (a|B)[y=al(B])

Lemma 2.25

Assoziativitat:
o (a|B)[y=al(B])
o (af)y = a(fy)
Kommutativitat:
3= l,-% | a
Distributivitat:

e a(A|v)=af | ay




Lemma 2.25

Assoziativitat:

o (a|fB)|v=al|(B]Y)

o (aB)y = a(B7)
Kommutativitat:

ea|f=0a
Distributivitit:

e o] y)=af|ay

o (a|fB)y=av|B
Idempotenz:

eala=a

Stern:
Lemma 2.26

@ €| an*=a*

Lemma 2.25

Assoziativitat:

o (@|B)v=al(8]7)

Kommutativitit:
ea|f=0]a
Distributivitat:
e o] y)=al|ay
o (a|B)yy=ay|By
Idempotenz:

e ala=a

Stern:
Lemma 2.26

e €| an*=a*

e n*a = an®




Stern:
Lemma 2.26

@ €| an*=a*

*

e afar = an

o (a")f =t

Stern:
Lemma 2.26

@ €| an*=a*

e oo = an®

e (a*)*=a*

Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€la*

Stern:
Lemma 2.26

® €| an* =a*

e afar = a®

o (a")*=af
Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€| a*

Stern:
Lemma 2.26

e €| an*=a*

e n*a = an®

o (a*)*=a*

Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€| a*
=€ | (e|aa*) Stern Lemma




Stern:
Lemma 2.26

@ €| an*=a*

e ofar = ant

o (a")f =t

Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:

€| a*
=e¢|(e|aa*) Stern Lemma
= (e | €) | aa™ Assoziativitat

Stern:
Lemma 2.26

@ €| an*=a*

e oo = an®

e (a*)*=a*

Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:

€la*

=€ | (e|an*) Stern Lemma
= (e|€)| aa™ Assoziativitat
=e|an* I[dempotenz

=a* Stern Lemma

Stern:
Lemma 2.26

® €| an* =a*

e afar = a®

*

o () *=a

Beispiel 2.27

Herleitung einer Aquivalenz aus obigen Lemmas:
€| a*
=e€|(e|aa*) Stern Lemma

(e | €) | aa™ Assoziativitat

=e€|an* |dempotenz

Lisst sich jede giiltige Aquivalenz o = 3 aus den obigen Lemmas

flir = herleiten?




Lasst sich jede giiltige Aquivalenz o = /3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Satz 2.28 (Redko 1964)

Es gibt keine endliche Menge von giiltigen Aquivalenzen aus denen
sich alle giiltigen Aquivalenzen herleiten lassen.

Lasst sich jede giiltige Aquivalenz o = 3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Satz 2.28 (Redko 1964)

Es gibt keine endliche Menge von giiltigen Aquivalenzen aus denen
sich alle giiltigen Aquivalenzen herleiten lassen.

Wenn man mehr als nur Aquivalenzen zul3sst:

W Arto Salomaa.
Two Complete Axiom Systems for the Algebra of Regular
Events. Journal of the ACM, 1966.

Lisst sich jede giiltige Aquivalenz o = /3 aus den obigen Lemmas
fiir = herleiten?

Satz 2.28 (Redko 1964)

Es gibt keine endliche Menge von giiltigen Aquivalenzen aus denen
sich alle giiltigen Aquivalenzen herleiten lassen.

Wenn man mehr als nur Aquivalenzen zul3sst:

‘s Arto Salomaa.
Two Complete Axiom Systems for the Algebra of Regular
Events. Journal of the ACM, 1966.
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Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

2.8 Pumping Lemma

Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

Beispiel 2.29
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Satz 2.30 (Pumping Lemma fiir regulare Sprachen)

Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
z € R mit|z| > n soin > = uvw zerlegen lisst, dass

o UFe

e |uv| <n, und

2.8 Pumping Lemma

Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

Beispiel 2.29
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Satz 2.30 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C ¥* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
2 € R mit|z| > n soin z =uvw zerlegen lisst, dass

2.8 Pumping Lemma

Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

Beispiel 2.29

2
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Satz 2.30 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)
Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
z € R mit|z| > n soin z = uvw zerlegen lsst, dass

o U FeE,

o |uv| < n, und

o Vi > 0. uv'w € R.




Die logische Struktur des Satzes:
2.8 Pumping Lemma

Oder: Wie zeigt man, dass eine Sprache nicht regular ist?

Vreg. R. dn > 0.
Beispiel 2.29
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Satz 2.30 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)

Sei R C ¥* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
2 € R mit |z| > n so in 2 = uvw zerlegen lsst, dass

@ U FeE

e |uv| <n, und

e Vi > 0. uvtw e R.

Die logische Struktur des Satzes:

Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. R.3n >0.Vz e R. |2|>2n= Juvw. z=uwwwA...

Vreg. R.3n >0.Vz e R. |z|>2n= Juvw z=uvwA...
Als Spiel:

@ Gib mir eine reguldre Sprache L




Die logische Struktur des Satzes: Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. R.9n > 0. V2 e R. |z| >n= Juvw z=uvwA... Vreg. R.3Gn >0.Vz e R. |z| >n= Juvw. z=uvwA...

Als Spiel:

o Gib mir eine reguldre Sprache L

Die logische Struktur des Satzes: Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R.3n >0.Vz e R. |2|>2n= Juvw. z=uwwwA... Vreg. R.3n >0.Vz e R. |z|>2n= Juvw z=uvwA...
Als Spiel: Als Spiel:

@ Gib mir eine reguldre Sprache L @ Gib mir eine reguldre Sprache L

@ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhdngig von L!!!) @ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhangig von L!!!)

@ Gibst du mir dann ein z mit |z]| > n




Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. R.Gn > 0.Vz e R. |z| >n= Juvw z=wwA...

Als Spiel:
o Gib mir eine regulire Sprache L
@ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhingig von LII)
@ Gibst du mir dann ein z mit || > n

So kann ich z in uvw zerlegen so dass ...

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sei n=|Q|. Sei nun 2 =ay...a, € R mit m > n.

Die logische Struktur des Satzes:
Vreg. R.3Gn >0.Vz e R. |z| >n= Juvw. z=uvwA...

Als Spiel:
@ Gib mir eine reguldre Sprache L
@ Dann gebe ich dir ein n > 0 (abhingig von LIIT)
e Gibst du mir dann ein =z mit |z]| > n

@ So kann ich z in uvw zerlegen so dass . ..

Sprechweise: n ist eine Pumping-Lemma-Zahl fir R,

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sein = |Q|. Seinun 2 =ay...a,, € R mit m > n.

Die beim Lesen von =z durchlaufene Zustandsfolge sei

o al az am
o —=pPo——=pP1—>P2"" — DPm




Beweis:
Sei R= L(A), A= (Q.%.6,q0, F).

Sein=|Q|. Seinun 2 =ay...ay, € R mitm > n.

Die beim Lesen von = durchlaufene Zustandsfolge sei
ai a2 am,
Go=pPo—>PL—>P2""" —7 Pm

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = pj.

Beweis:
Sei R=L(A), A= (Q.%.5.q0, F).

Sei n=|Q|. Sei nun 2 =ay...a, € R mit m > n.

Die beim Lesen von z durchlaufene Zustandsfolge sei
al ag am,
Qo=Po—P1—>P2"" —7 Pm

Dann muss es 0 <i < j < n geben mit p; = pj.

Bewelis:
Sei R = L(A), A= (Q.%.6,q0, F).

Sein=|Q|. Seinun 2 = ay ...ay, € R mit m > n.

Die beim Lesen von = durchlaufene Zustandsfolge sei
ay a2z am
Go=pPo —>PL—>P2"" " —7 Pm

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = p;.

Wir teilen » wie folg auf: a1 ...a;a;11...a;5a; a
2 : e ce QG Ayl ... QY
R S AR
u p w

Die logische Struktur des Satzes:

Vreg. R.




Beweis:
Sei R= L(A), A= (Q.%.6,q0, F).

Sein=|Q|. Seinun 2 =ay...ay, € R mitm > n.

Die beim Lesen von = durchlaufene Zustandsfolge sei
do=Po—=>PL—> P2 P

Dann muss es 0 < i < j < n geben mit p; = pj.

Wir teilen = wie folg auf: a1...a;a;11...a50a; a
2 : cen B NS
Lot ) ||

u M o
Damit gilt:
e |uv| <mn,
@ v # € und

o V> 0. uwlw e R.




