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Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p.q}, p # q.
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forall pec F, g e Q\ F do markiere {p,q}
while 3 unmarkiertes {p, ¢} Ja € ¥. {d(p,a),d(q,a)} ist markiert

Implementierung von U

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p, ¢}, p # q.

0

2

| 3

forall pe I, g € Q\ F do markiere {p, ¢}
while 3 unmarkiertes {p,q} Ja € . {d(p.a),d(q.a)} ist markiert
do markiere {p, ¢}
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Implementierung von U:

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p.q}, p # q.

0

2

| 3

forall pc F, g € Q\ F do markiere {p,q}
while 3 unmarkiertes {p.q} Ja € X. {d(p,a).d(q.a)} ist markiert
do markiere {p, ¢}

Komplexitat:

O () + G E)IE)

Implementierung von U

Tabelle von anfangs unmarkierten Paaren {p. ¢}, p # q.

0

2

| 3

forall pe I, ¢ € Q\ F do markiere {p,q}
while 3 unmarkiertes {p.q} Ja € . {d(p.a),d(q.a)} ist markiert
do markiere {p,q}

Komplexitat:
n{n— 1’22 n— 2
O(() + BEIE) =0 ("5 + ))<= o)

Bei fixem X.
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Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse: Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p'.q'} unterscheidbar =
{p. q} unterscheidbar falls {p, ¢} N {(v.q}

Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse: Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{7’. ¢} unterscheidbar —> {P".¢'} unterscheidbar —

{p, ¢} unterscheidbar falls {p.q} = {p'.q'} {p.q} unterscheidbar falls {p,q} = {p'. ¢}
DI{p',¢"}] - Menge der Paare {p, ¢} wie oben, anfangs leer DI{y'.¢'}] : Menge der Paare {p.q} wie oben, anfangs leer

for all {p.q} € Q mit p # q,




Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p'.q'} unterscheidbar =
{p,q} unterscheidbar falls {p. ¢} - {r'.q}

D[H{p'.q'} - Menge der Paare {p. q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp+£q,acX do
P i=4d(p,a); ¢ =0d(q,a)

Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p',q'} unterscheidbar —
{p, ¢} unterscheidbar falls {p.q} = {p'.q'}

DI{p',¢"}] - Menge der Paare {p, ¢} wie oben, anfangs leer

for all {p.q} CQ mitp+# ¢, a € do

P i=4d(p.a); ¢ =4d(q,a)

if p"# ' then D[{p'. '} := D[{p".q'H U {{p, a}}
forall p’ € F', ¢ € Q\ F do mark({p’.q'})

Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p'.q'} unterscheidbar =
{p. q} unterscheidbar falls {p, ¢} N {(v.q}

DH{p'.q'} : Menge der Paare {p. q} wie oben, anfangs leer

for all {p.q} CQ mitp+#q, aecl do
pi=4d(p.a); ¢ == d(q,a)
if p' # ' then DI{p".¢'}] == D[{p".¢'H U {{p.¢}}

Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p',q'} unterscheidbar —
{p.q} unterscheidbar falls {p,q} = {p'. ¢}

DI{y'.¢'}] : Menge der Paare {p.q} wie oben, anfangs leer

for all {p.q} € Q mitp+#q, ae i do

P i=4d(p,a) ¢ :=40d(q,a)

if p' # ' then DI{p'.q'}] == D[{p".¢'H U {{p.q}}
forall p’ e F', ¢’ € Q\ F do mark({p'.q'})

mark({p',q'}) =
if {p',q} unmarkiert then
markiere {p’, ¢}
for all pg € D[{p'.q'}| do mark(pq)




Von O(n*) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p'.q'} unterscheidbar =
{p,q} unterscheidbar falls {p. ¢} - {r'.q}

D[H{p'.q'} - Menge der Paare {p. q} wie oben, anfangs leer

for all {p,q} CQ mitp+£q,acX do

P i=4d(p,a); ¢ =0d(q,a)

if p" # ' then D[{p'.¢'}] == D[{p". '} U {{p, a}}
forall p/ € F, ¢ € Q\ F do mark({p',q'})

mark({p’.q'}) =
if {¢.q¢'} unmarkiert then
markiere {p', ¢'}
for all pq € D[{p'. ¢'}] do mark(pq)

Komplexitit: O(n? +n?) = O(n?).

W John Hopcroft.

An nlogn Algorithm for Minimizing the States in a Finite

Automaton. 1971.

Von O(n?) zu O(n?) mit Abhingigkeitsanalyse:

{p'.q'} unterscheidbar =
{p. q} unterscheidbar falls {p, ¢} N {(v.q}

DH{p'.q'} : Menge der Paare {p. q} wie oben, anfangs leer

for all {p.q} CQ mitp+#q, aecl do

pi=4d(p.a); ¢ == d(q,a)

if p' # ' then DI{p.¢'}] == D[{p".¢'} U {{p.¢}}
forall p € F, ¢ € Q\ F do mark({p'.q'})

mark({p',¢'}) =
if {p'.¢'} unmarkiert then
markiere {p’, ¢}
for all pg € D[{p'.¢'}] do mark(pg)

Komplexitit: O(n? +n?) = O(n?).
Korrektheit?

Noch eine Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.




Noch eine Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.

@ Gegeben DFAs A und B, bilde disjunkte Vereiningung.
(,Male A und B nebeneinander.”)

Bisher: Der Minimierungsalgorithmus (zur Erinnerung).
@ Entferne alle von ¢ aus nicht erreichbaren Zustinde.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.

@ Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustande.

Noch eine Anwendung: Aquivalenztest von DFAs.

@ Gegeben DFAs A und B, bilde disjunkte Vereiningung.
(,Male A und B nebeneinander.")

@ Berechne Menge der dquivalenten Zustande.
© L(A) = L(B) gdw die beiden Startzustinde dquivalent sind.

Bisher: Der Minimierungsalgorithmus (zur Erinnerung).
© Entferne alle von ¢p aus nicht erreichbaren Zustande.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustande.

Jetzt: Die Prazisierung.
@ Was ist der , kollabierte Automat"?

@ Ist das wirklich der minimale Automat?




Bisher: Der Minimierungsalgorithmus (zur Erinnerung).
@ Entferne alle von ¢p aus nicht erreichbaren Zustinde.
@ Berechne die dquivalenten Zustinde des Automaten.

© Kollabiere den Automaten durch Zusammenfassung aller
dquivalenten Zustdnde.

Jetzt: Die Prazisierung.
© Was ist der , kollabierte Automat"?
@ Ist das wirklich der minimale Automat?

Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
e Reflexivitat: Va € A. a = a
@ Symmetrie: Va,be A, a=~b = b=ua
o Transitivitit: Va.b.ce A. a~bAb~c¢ — a=c

Aquivalenzklasse:

lal~ == {b|a~b}

Eine Relation ~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
o Reflexivitit: Ya € A. a = a
e Symmetrie: Va,be A.ax=b —= b=a
e Transitivitdit: Va,b,c € A.a=bAb=c = a=c

Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
o Reflexivitat: Va € A. a = a
@ Symmetrie: Va,be A.a=b = b=a
o Transitivitit: Va.b,ce A.ax=bAb=c = a=rc

Aquivalenzklasse:

a)x = {b|a=b}

Es gilt:
alx=lr < a=Db




Eine Relation &~ C A x A ist eine Aquivalenzrelation falls
o Reflexivitit: Va € A. o =~ a
@ Symmetrie: Va,.be A.ax=b = b=a
e Transitivitdt: Va.b.cc A, a=bAb=c = a=c

Aquivalenzklasse:
lal~ = {b|a=Db}

Es gilt:

Quotientenmenge:

Im Folgenden séi A= (). ¥ 0, qo, F) ein DFA ohne unerreichbare

Zustinde.
Definition 2.59 (Aquivalenz von Zustinden)

& (NweXt dpw)eF e d(quw) eF)

Im Folgenden sei A = (Q.X.0,qo. F) ein DFA ohne unerreichbare
Zustdnde.

Im Folgenden sei A = (. 3., qo. F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustinde.

Definition 2.59 (Aquivalenz von Zustanden) P

p=aq & (NweX*dpw) eFe EM, w) € F)

71

=, ist eine Aquivalenzrelation.

Fakt 2.60




Im Folgenden sei A = (Q, X, 0, qy, F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustande.

Definition 2.59 (Aquivalenz von Zustanden)
p=aq & (YweTi(pw)eF & iquw)eF)

Fakt 2.60

=4 ist eine Aquivalenzrelation.

Wir schreiben = statt =4 wenn A klar ist.

Im Folgenden sei A = (). Y. 0, qo, F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustinde.

Definition 2.59 (Aquivalenz von Zustinden)

p=aq < |VweX® S(p. w)e F & 5(q.-u=) € F)

Fakt 2.60

=, ist eine Aquivalenzrelation.
Wir schreiben = statt =4 wenn A klar ist.

Erinnerung:

Lemma 2.61 . .
p=aq = d(p,a)=4d(g,a)

Lemma 2.62
Algorithmus U liefert die unterscheidbaren Zustinde, also #£.

Im Folgenden sei A = (Q.X.0,qo. F) ein DFA ohne unerreichbare
Zustdnde.

Definition 2.59 (Aquivalenz von Zustanden)
p=aq & (VweT . i(pw) e F & d(quw) € F)

Fakt 2.60

=4 ist eine Aquivalenzrelation.
Wir schreiben = statt =4 wenn A klar ist.

Erinnerung:

Lemma 2.61 N .
p=aq = 4(p, a) =40(q,a)

s
(g A %@/Q\>>ét\:
= =5 ,gpw ZQS BEEHIN) =

Im Folgenden sei A = (. 3., qo. F') ein DFA ohne unerreichbare
Zustinde.

Definition 2.59 (Aquivalenz von Zusténden)
p=aq <= (Nwel'. i(pw)eF e dquw)eF)

Fakt 2.60

=, ist eine Aquivalenzrelation.
Wir schreiben = statt =4 wenn A klar ist.

Erinnerung:

Lemma 2.61 . -
P=4q = d(p,a) =4 9d(q.a)

Lemma 2.62
Algorithmus U liefert die unterscheidbaren Zustinde, also #.

In der weiteren Analyse beziehen wir uns direkt auf =, nicht mehr
~aif Aan Alrnviethnai~




Die ,,Kollabierung” von A bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 2.63 (Quotientenautomat)

Al= =

Die ,, Kollabierung" von A bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 2.63 (Quotientenautomat)

A= = (Q/= %, ¥, [ql=, F/=

F/=)
’[\
F N [}Gs¢j

Die , Kollabierung" von A bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 2.63 (Quotientenautomat)

A= = (Q/=

Die , Kollabierung" von A bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 2.63 (Quotientenautomat)

A= = (Q/= %, 70, |q]=. F/=)
'([plz.a) = [8(p.a)l=




Die ,,Kollabierung” von A bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 2.63 (Quotientenautomat)

A= = (Q/=, X, ¥, [z, F/=)

Beobachtung
Fiir p := d(qo, u) und q := d(qp. v) gilt:

p=4aq & YweX. i(pw)eF < d(quw)eF

Die , Kollabierung" von A bzgl. = ist der Quotientenautomat:

Definition 2.63 (Quotientenautomat)

A= =

Beobachgung A
Fiir p := d(qo, 1) und q := d(qo. v) gilt:
p=aq & YweX* i(pw)eF < é(quw)eF
& Yw e X d(qo,uw) € F < (g, vw) € F




Beobachtung )
Fir p := 0(qgo.u) und q := d(qp, v) gilt:

pP=aq @LVu* c X, 5(p w) e Fe 5(q._-u‘) “ F)

U vw e 2% 3(qo. uw) € F < d(qo.vw) € F)

e vw e T* ww e L(A) < vw € L(A) \

Beobachyung )
Fir p := 0(qo,u) und q := d(qp, v) gilt:
p=4aq & YweX. i(pw)eF < d(quw)eF
& Yw e X 0(qgo. uw) € F < §(qo. vw) € F
& Ywe X' uwe L(A) & vwe L(A)

Definition 2.65 )
Jede Sprache L C X* induziert eine Aquivalenzrelation
=7 C X" x ¥*

u=rpv & YweX*.uwel<eowel

Beobachtung A
Fir p := d(qo, u) und q := d(qo, v) gilt:
p=aq & Ywelipuw)eFaiqw) eF
& Yw e B d(qo, uw) € F < §(qo,vw) € F
& YweXS. gwe L(A) &ujo e L(A)

Definition 2.65 )
Jede Sprache I C ¥* induziert eine Aquivalenzrelation
=5 C Y x B

Beobachyung A
Fiir p := d(qo, u) und q := (qo, v) gilt:
pP=aq < YweY. dpw)eF e dquw)eF
& Yw e B 0(qo. uw) € F & §(qo, vw) € F
& YweX' uwe L(A) & vwe L(A)

Definition 2.65 )
Jede Sprache L C ¥* induziert eine Aquivalenzrelation
=r CY¥* x X%

u=pr < Ywel.uwelsovwel

D.h. u und v sind duch Anh3ngen von Wértern bzgl € L nicht
unterscheidbar.




Beobachtung )
Fir p := 0(qgo.u) und q := d(qp, v) gilt:
P=aq & Vu*EZ*.g(p.u‘) EF@cﬁ(q,u‘) cF
& Yw € T 0(qgo. uw) € F < 5(qo, vw) € F
& Yw e X' uw e L(A) < vw e L(A)

Definition 2.65 i
Jede Sprache L C ¥* induziert eine Aquivalenzrelation
=5, C Y x B

u=pv < YweXf.uwelsowel

D.h. u und v sind duch Anhangen von Wértern bzgl € L nicht
unterscheidbar.

Obige Beobachtung ldsst sich nun schreiben als

U=y v | = 5((10. ) =4 cg‘(qo. v)

\

u=ra)v & 0(qo,u) =4 d(qo,v)

Da alle Zustdnde von qp erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung

[u']EL(A) = [S(QD'“)]EA

ist eine Bijektion zwischen den|=j,4) Jund =4 Aquivalenzklassen.

U=y v S 5(qo. 1) =4 (go. v)

u=ra) v & 0(qo, 1) =4 d(qo,v)

Da alle Zustiande von ¢q erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
W=y, = [0(q0.w)]=,

ist eine Bijektion zwischen den =4y und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66
Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler

DFA fiir L(A).




U=y v 5(qo. 1) =4 6(qo,v)

Da alle Zustdnde von qp erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
[U]EL(A) = [5(9'0-. 'u)]EA

ist eine Bijektion zwischen den =p(4) und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66
Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von

Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler
DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L:= L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L.

u=ra)v & 0(qo,u) =4 d(qo,v)

Da alle Zustdnde von qp erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
=y, +—  [0(q0.u)]=,

ist eine Bijektion zwischen den =j,4) und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66
Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler

DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L:= L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L. Dann gilt:

Q' 2 |Q' /=4

U=y v S 5(qo. 1) =4 (go. v)

Da alle Zustiande von ¢q erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
W=y, —  [0(g0.w)]=,

ist eine Bijektion zwischen den =p4) und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66
Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler

DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L := L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L. Dann gilt:

leg

u=ra) v & 0(qo, 1) =4 d(qo,v)

Da alle Zustiande von ¢q erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
W=y, = [0(q0.w)]=,

ist eine Bijektion zwischen den =4y und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66
Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler

DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L:= L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L. Dann gilt:

Q' =2 1Q"/=n| = |Z*/=L]




U=y v 5(qo. 1) =4 6(qo,v)

Da alle Zustdnde von qp erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
[U]EL(A) = [5(9'0-. 'u)]EA

ist eine Bijektion zwischen den =p(4) und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66

Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler
DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L:= L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L. Dann gilt:

Q' 2 |Q /=a| = X7 /=L| = |Q/=A4]

u=ra)v & 0(qo,u) =4 d(qo,v)

Da alle Zustdnde von qp erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
=y, +—  [0(q0.u)]=,

ist eine Bijektion zwischen den =j,4) und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66

Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler
DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L:= L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L. Dann gilt:

Q' =2 |Q' /=] = |E*/=L] = 1Q/=4

U=y v S 5(qo. 1) =4 (go. v)

Da alle Zustiande von ¢q erreichbar sind, gilt sogar: Die Abbildung
W=y, —  [0(g0.w)]=,

ist eine Bijektion zwischen den =p4) und =4 Aquivalenzklassen.

Satz 2.66
Ist A ein DFA ohne unerreichbare Zustande, so ist der von
Algorithmus U berechnete Quotientenautomat A/= ein minimaler

DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei L := L(A) und A" ein DFA mit L(A") = L. Dann gilt:

Q| > |Q/=a| = |E*/=L] = |Q/=A4]

Es gilt sogar (Ubung!):

Fakt 2.67

Alle Quotientenautomaten A /=4 fiir die gleiche Sprache L(A)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustinde.




Es gilt sogar (Ubung!):

Fakt 2.67

Alle Quotientenautomaten A /= 4 fiir die gleiche Sprache L(A)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustande des kanonischen

Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =, Aquivalenzklassen.

Beispiel 2.68
Sei L := {w e {0.1}* | w endet mit 00}. = L

Es gilt sogar (Ubung!):

Fakt 2.67

Alle Quotientenautomaten A /=4 fiir die gleiche Sprache L(A)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustinde.

Daher beschriften wir die Zustande des kanonischen

Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =7, Aquivalenzklassen.

Beispiel 2.68
Sei L:={w € {0.1}* | w endet mit 00}.
Die einzigen drei =;, Aquivalenzklassen sind:
€=, = {w|w endet nicht mit 0}
0]z, = {w]w endet mit 0, aber nicht mit 00}

Es gilt sogar (Ubung!):

Fakt 2.67

Alle Quotientenautomaten A /=4 fiir die gleiche Sprache L(A)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustande.

Daher beschriften wir die Zustande des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =;, Aquivalenzklassen.
Beispiel 2.68

Sei L := {w € {0.1}* | w endet mit 00}.

Die einzigen drei =;, Aquivalenzklassen sind:

[(l=, = {w|w endet nicht mit 0}

Es gilt sogar (Ubung!):

Fakt 2.67

Alle Quotientenautomaten A /=4 fiir die gleiche Sprache L(A)
haben die gleiche Struktur, d.h. sie unterscheiden sich nur durch
eine Umbenennung der Zustinde.

Daher beschriften wir die Zustdnde des kanonischen
Minimalautomaten fiir eine Sprache L mit =, Aquivalenzklassen.

Beispiel 2.68
Sei L:= {w € {0,1}* | w endet mit 00}.
Die einzigen drei =1, Aquivalenzklassen sind:
lel=, = {w|w endet nicht mit 0}
0]z, = {w|w endet mit 0, aber nicht mit 00}
[00]=, = {w|w endet mit 00}




Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)

= (¥*/=L,

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)

J[L =

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)

My = (¥%/=r. X, 1. [e]l=,. FI)

mit 07, ([w]=, ,a) := [wa]=,




Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥*/=L, &, 0L, [e]l=,. FL)

mit oy, ([w)=, ,a) := [wa|=, und Fp, :={[w|=, | w e L}.

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
My, = (¥'/=r, X, 0. [e]l=,. FL)
mit dr,([w]=, . a) = [wal=; und Fp, ;= {[w]z, | we L}.

Man sieht leicht: d;, ist wohldefiniert und oy, ([e]=, . w) = [w]=,.

Dann gilt offensichtlich L(AMp) = L.

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥*/=L, X, 01, [e]=,, FL)
mit dp ([w]=,,a) == [wal=, und F, := {|w]=, | w e L}.

Man sieht leicht: &7, ist wohldefiniert

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
Mp| = (¥"/=1| %, 1. [€]l=,. FIL)
mit 07, ([w]=, ,a) := [wa]=, und £ = {[w]z, | w e L}.

Man sieht leicht: 47, ist wohldefiniert und o, ([e]=, . w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

Satz 2.70 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X% ist genau dann regular, wenn|=y, |endlich
viele Aquivalenzklassen hat. 7




Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥*/=L, &, 0L, [e]l=,. FL)
mit 61 ()=, @) = [wal=, und Fy i= {[wl=, | we L}
Man sieht leicht: &7, ist wohldefiniert und o7, ([e]=, . w) = [w]=, .

Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

Satz 2.70 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* ist genau dann reguldr, wenn =y, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:

=" Ist L reguldr, so wird L von einem DFA A akzeptiert.
Daher hat =5, so viele Aquivalenzklassen wie A /=4 Zustande.
,<==": Hat =, endlich viele Aquivalenzklasse,

so ist My, ein DFA mit L(My) = L.

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥*/=L, X, 01, [e]=,, FL)
mit dp ([w]=,,a) == [wal=, und F, := {|w]=, | w e L}.

Man sieht leicht: &7, ist wohldefiniert und 4, ([e]=, . w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

Satz 2.70 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* jst genau dann reguldr, wenn =j, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:

=" Ist L reguldr, so wird L von einem DFA A akzeptiert.
Daher hat =, so viele Aquivalenzklassen wie A/=4 Zustinde.
,<==": Hat =, endlich viele Aquivalenzklasse,

so ist My, ein DFA mit L(My) = L.

Definition 2.69 (Kanonischer Minimalautomat)
My = (¥%/=1. X, 1. |e|l=,. FI)
mit 07, ([w]=, ,a) := [wa]=, und £ = {[w]z, | w e L}.

Man sieht leicht: 47, ist wohldefiniert und o, ([e]=, . w) = [w]=, .
Dann gilt offensichtlich L(Mp) = L.

Satz 2.70 (Myhill-Nerode)

Eine Sprache L C X* jst genau dann regular, wenn =y, endlich
viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis:

,="1Ist L regular, so wird L von einem DFA A akzeptiert.
Daher hat =, so viele Aquivalenzklassen wie A/=4 Zustinde.
,<—": Hat =, endlich viele Aquivalenzklasse,

so ist My, ein DFA mit L(Mp) = L.




Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L={01"]ieN}

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L={01"|iecN}

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L =1{01"]iecN}

= [€]

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L = {01" | i € N}




Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L={01"]ieN}

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71

L= {011 |ieN}

S 2 2 e 2% o
L1 b1
01] [021]

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L =1{01"]iecN}

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L = {01" | i € N}

- SN (1] R (1] [
b1 L1
01] (021]




Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L={01"]ieN}

5 T (B S (V5 -

1 b1
01 &

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L ={011i|ieN}

S 2 S e S
L1 b1

01 & [021] &

d &3
Warum 0° 2, (V¥ falls 2

Woas fehlt noch?

- [07]
b1
&£ o

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L =1{01"]iecN}

S S o % ey 2% o 2
11 J1 b1
01 & [0%1] &4 [0

Wie sieht M aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L = {01" | i € N}

Warum 0f 2, 07 falls i # 57
Was fehlt noch?

Vollstandige Methode um Nichtregularitat von L zu zeigen:




Wie sieht My aus wenn L nicht regular ist?

Beispiel 2.71
L={01"]ieN}

0 0

S T S 1) [ S 1 B SO N (| I S

J1 b1 b1

1

o] & P Lol o] &

Warum 0% #7, (7 falls i # 57
Was fehlt noch?

Vollstindige Methode um Nichtregularitdt von L zu zeigen:

Gib unendliche Menge w1, wa, ... an mit w; 1, w; falls ¢ # j.

Knobelaufgabe: A A
Nach Def. gilt p Z4 ¢ gdw Jw. o(p,w) € F & d(q,w) € F

Bemerkung

Eindeutigkeit des minimalen Automaten (modulo Umbenennung
der Zustdnde) gilt nur bei DFAs, nicht bei NFAs!

Knobelaufgabe: ) )
Nach Def. gilt p £4 ¢ gdw Jw. d(p,w) € F 45 d(q,w) € F

Man zeige: Falls p Z,4 ¢, dann gibt es ein w der Lange < [Q],
das p und ¢ unterscheidet, d.h. 6(p,w) € F 4 6(q, w) € F.




Riickblick reguldare Sprachen

"

Riickblick reguldre Sprachen

@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.

o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)

o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA

o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

o| DFA|INFA, e-NFA |unc| RE [definieren die gleiche Sprachklasse.

Riickblick reguldre Sprachen
@ DFA, NFA, «-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.

o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)

Riickblick regulidre Sprachen
@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.
o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)
o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA
o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

@ Regularitdtserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:




Riickblick regulare Sprachen

@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.

o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)

o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA

o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

@ Regularitatserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:

e U, N, ...,R,

o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)

Riickblick reguldre Sprachen

@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.

o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)

o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA

o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

@ Regularitatserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:

e U, M, ...,R,

o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)

o NFA kompakt aber oft teuer; DFA oft billiger

@ Entscheidungsprobleme auf Automaten und REs:

Riickblick reguldre Sprachen
@ DFA, NFA, «-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.
o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)
o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA
o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)
@ Regularitdtserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:
e U, N, ...,R,
o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)
o NFA kompakt aber oft teuer; DFA oft billiger

Riickblick regulidre Sprachen
@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.

o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)
o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA
o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)
@ Regularitdtserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:
o U, N, ...,R,
o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)
o NFA kompakt aber oft teuer; DFA oft billiger
@ Entscheidungsprobleme auf Automaten und REs:

o Direkt entscheidbar?
Auf Automat? (Oft mit Erreichbarkeit) Auf RE?




Riickblick regulare Sprachen
@ DFA, NFA, e-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.

o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)

o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA

o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

@ Regularitatserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:

e U, N, ...,R,

o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)

o NFA kompakt aber oft teuer; DFA oft billiger

e Entscheidungsprobleme auf Automaten und REs:
e Direkt entscheidbar?
Auf Automat? (Oft mit Erreichbarkeit) Auf RE?
e Reduzierbar auf anderes Problem?

ZB L(A) C L(B) auf L(A) N L(B) = 0

@ Pumping-Lemma
o Aquivalenzen = zw REs:
o Standardregeln: Kommutativitdt etc, Beweis mit L(.)
o a = 3 entscheidbar da L(«a) = L(/3) iiber Automaten
entscheidbar
o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten

Riickblick reguldre Sprachen
@ DFA, NFA, «-NFA und RE definieren die gleiche Sprachklasse.
o Potenzmengenkonstruktion (exponentiell)
o Strukturelle Ubersetzung von RE nach e-NFA
o Ubersetzung NFA nach RE, zB iiber Gleichungssysteme
(exponentiell)

@ Regularitdtserhaltende Konstruktionen auf Sprachen bzw
Automaten:
e U, N, ...,R, ..

o Fiir welche Darstellung wie teuer?
(Komplement, Produkt, ...)
o NFA kompakt aber oft teuer; DFA oft billiger

o Entscheidungsprobleme auf Automaten und REs:

e Direkt entscheidbar?

Auf Automat? (Oft mit Erreichbarkeit) Auf RE?
e Reduzierbar auf anderes Problem?

ZB L(A)C L(B)auf LIA)NL(B) =10

o Fiir welche Darstellung wie teuer?

Pumping-Lemma
Aquivalenzen = zw REs:

o Standardregeln: Kommutativitat etc, Beweis mit L(.)

o o = 3 entscheidbar da L(a) = L(3) iiber Automaten
entscheidbar

o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten

o Gleichungssysteme |6sbar
durch Variablenelimination mit Ardens Lemma




@ Pumping-Lemma
e Aquivalenzen = zw REs:
o Standardregeln: Kommutativitat etc, Beweis mit L(.)
o o = I entscheidbar da L(«) = L(3) iiber Automaten
entscheidbar
o Auch fiir REs mit Variablen entscheidbar: betrachte
Variablen als Konstanten
o Gleichungssysteme |6shar
durch Variablenelimination mit Ardens Lemma
@ Minimierung




