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Das Wortproblem (w € L(G)?) ist fiir eine CFG G entscheidbar.

Beweis:
OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus &
(wie in Lemma 3.26).
Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Worter € (VU X)*, die nicht langer als w sind:

e SeR

@ Wenn aBvy € Rund (B — ) € P und |afy| < |w|,

dann auch a8~ € R.
Man zeigt:
wely(G) < weR

wobei Ly (G) := {w € (VUX)* | § =% w}.




Satz 3.44 3.7 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Das Wortproblem (w € L(()?) ist fiir eine CFG (i entscheidbar. Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir

. kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.
Beweis:

OE sei w # e. Wir eliminieren zuerst alle e-Produktionen aus &
(wie in Lemma 3.26).
Dann berechnen wir induktiv die Menge R aller von S ableitbaren
Worter € (V U 2)*, die nicht langer als w sind:

e SR

e Wenn aB~y € Rund (B — 3) € P und |a3y| < |uw|,

dann auch afv € R.
Man zeigt:
wely(G) & weR

wobei Ly (G) :={w e (VUI)* | § = w}.
Da R endlich ist (|R| < |V U X|®l), ist w € R entscheidbar, und

damit auch w € Ly (@), und damit auch w € L(G). ]
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3.7 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fiir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform.

Eingabe: Grammatik G = (V. X, P, S) in Chomsky-Normalform,

w=aj...ay € 2%

Definition 3.45

Vij={AeV|A-=La.. .a} firi<j

Damit gilt:
we L(G) < SeViy

Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem

j—i
Vi = {AeV|(A=a)e€ P}
Vi
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{4 eV ‘ di<k<j BeVy, Cc 1";;_,_1‘“?'. } fiiri < j
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g =
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s ) - di <k < 7, Be Iz,z. Ce I",z;_,_l!j,
Vi = {‘161 | (A= BC)e P
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Der CYK-Algorithmus berechnet die V;; rekursiv nach wachsendem

g
Vii =

Vi

{AeV | (A —=aq)eP}

{AEI_' i<k <j, BeVi, C€ Vi,

(A= BC)e P

Korrektheitsbeweis: Induktion nach j — .

Die Vj; als Tabelle (mit ij statt Vj;):
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&)

24
(12; &y 34

} furi < j

yILy22 | 331 44
ay a9 ag a4
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Beispiel 3.46
S — AB|BC
A — BA]a
B = CC|b
C — ABla
15
14 25
13 24 35
12 23 34 45
11 22 33 44 i 55
b a a b a
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Realisierung:
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Vorschau

Fiir CFGs sind folgende Probleme nicht entscheidbar:
o Aquivalenz: L(Gy) = L(G2)?
@ Schnittproblem: L(G1) N L(Go) = 07
e Regularitdt: L(G) reguldr?

3.8 Kellerautomaten

Vorschau eliln|glalp]e
Fiir CFGs sind folgende Probleme nicht entscheidbar: 7

e Aquivalenz: L(G1) = L(G)? /” ”

@ Schnittproblem: L(G1) N L(Gq) = 07 _—

finite control unit

@ Regularitdt: L(G) regular? with state € )

@ Mehrdeutigkeit: Ist G mehrdeutig?
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Definition 3.48 (PDA)
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat ((N)PDA =

(Nondeterministic) Pushdown Automaton) besteht aus:

() endliche Zustandsmenge

Anwendungsgebiete von Kellerautomaten:
@ Syntaxanalyse von Programmiersprachen

@ Analyse von Programmen mit Rekursion

Definition 3.48 (PDA)
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat ((N)PDA =
(Nondeterministic) Pushdown Automaton) besteht aus:
() endliche Zustandsmenge
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Definition 3.48 (PDA)
Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat ((N)PDA =
(Nondeterministic) Pushdown Automaton) besteht aus:
() endliche Zustandsmenge
> endliches Eingabealphabet
I" endliches Kelleralphabet
g0 € @ Anfangszustand
Zp € I' Anfangskellerinhalt

§ Ubergangsfunktion @ x (N U {e}) x I' = P(Q x I'*)
wobei [6(¢q.b. Z)| < oo fiirge Q.be LU {e}, Z eI

Eine graphische Notation fiir (p. b, Z) 2 (q.7):

(p) b2/ L)
N AL

Achtung: Kein endlicher Automat!




Die schrittweise Verarbeitung der Eingabe wird als Relation —
zwischen Konfigurationen (= Gesamtzustinden) des Systems
beschrieben:
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Definition 3.49
Eine Konfiguration eines PDA M = (Q. 3,1, o, Zo, 6, F') ist ein
Tripel (¢, w,~) mit

g€ @  (Zustand),
w € ¥*  ((Rest)Eingabe),
vyel™ (Keller).
Die Ersetzungsrelation —;; ergibt sich wie folgt aus 4:
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Die schrittweise Verarbeitung der Eingabe wird als Relation —
zwischen Konfigurationen (= Gesamtzustinden) des Systems
beschrieben:

Definition 3.49
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Die schrittweise Verarbeitung der Eingabe wird als Relation —
zwischen Konfigurationen (= Gesamtzustinden) des Systems
beschrieben:

Definition 3.49
Eine Konfiguration eines PDA M = (Q, >, 1", qo, Zg. 6, F) ist ein
Tripel (g,w,~) mit

g€ @  (Zustand),
w e ¥*  ((Rest)Eingabe),
vyel* (Keller).
Die Ersetzungsrelation —j; ergibt sich wie folgt aus 4:

Falls 4(q,b.Z) 3 (¢',~") (wobei b € £ U {e}) dann

(q.bw, Z~) = (¢ w.4'~)

Die schrittweise Verarbeitung der Eingabe wird als Relation —
zwischen Konfigurationen (= Gesamtzustinden) des Systems
beschrieben:

Definition 3.49
Eine Konfiguration eines PDA M = (Q, 3, 1", qo, 70,6, ) ist ein
Tripel (q,w,~) mit

g€  (Zustand),
w € 2*  ((Rest)Eingabe),
yel* (Keller).
Die Ersetzungsrelation — s ergibt sich wie folgt aus 4:

Falls 6(q,0.Z) 2 (¢'.~") (wobei b € £ U {¢}) dann

(g, bw, Z~) =m (q',w.~'y)

Achtung: b= ¢ und 4" = ¢ und |7/| > 1 maglich!

Definition 3.50
Ein PDA M akzeptiert w € ¥* gdw

(qo.w, Zo) =3 (foe,7)

flirein f € F, v e I'™.
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Beispiel 3.51
Die Sprache L = {wwf | w € {0,1}*} wird vom PDA

M = ({p,q.r}. {0.1}. {0.1, Zo}. p. Zo, 0. {r})
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Die Sprache L = {ww® | w € {0,1}*} wird vom PDA
M = ({p.q,r}, {0,1}, {0.1, Zo}, p, Zo, o, {r})

dp.a.Z) = A{(p,aZ)} furae{0.1}, Z€{0,1.Zp}
Sp.e,Z) = {(g,2)} furZe{0.1,Zp}

Mg a,a) = {(q.€)} fir a € {0,1}

8(q.e, Zp) = {(r.€)}

akzeptiert.

Beispiel 3.51
Die Sprache L = {wwf | w € {0,1}*} wird vom PDA

M = ({p,q.r}. {0.1}. {0.1. Zo}. p. Zo. 6. {r})

d(p.aZ) = {(p,aZ)} firae{0,1}, Z e {0,1, Zp}
dpe.Z) = {lg. 2)} firZe{0,1,%}
dq.a,a) = {(g,¢)} fir a € {0, 1}
d(q.e, Zo) = A{(r.€e)}
Hauptresultate:

e Kellerautomaten akzeptieren genau die kontextfreien Spachen.

@ Nichtdeterministische Kellerautomaten (PDAs) sind machtiger

als deterministische Kellerautomaten (DPDAs).




3.9 Tabellarischer Uberblick

Abschlusseigenschaften
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