5.6 Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik

ref ¢
M<o iy Pe

Script generated by TTT

Title: seidl: Theoretische_Informatik (16.07.2012)

Date: Mon Jul 16 10:15:20 CEST 2012

Duration: 72:01 min

Pages: 36 M/\’\m(/% .

5.6 Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik 5.6 Die Entscheidbarkeit der Presburger Arithmetik
Syntax der Presburger Arithmetik: Syntax der Presburger Arithmetik:
Variablen: V. — a|y|z2|... Variablen: V. — a|y|=2]...
Zahlen: N — 0[1]2]... Zahlen: N — 0|1]2]...
Terme: 1T° — V |N|T+T Terme: 1" — V |N|T+T
Formeln: F — (I'=1T)|=F|(FAF)|(FVF) Formeln: F — (I'=1)|-F|(FAF)|(FVE)
| 3V F | 3IV.F

Wir betrachten V. F' als Abk. fiir —=dz. = F.

X > I G Satz 5.51

Fiir Satze der Presburger Arithmetik ist entscheidbar, ob sie wahr
sind.
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& Mojzesz Presburger.
Uber die Vollstandigkeit eines gewissen Systems der
Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die Addition als einzige

Operation hervortritt. 1929,

Vereinfachte Presburger Formeln:

o) = r+y=z | r=n |
1AG2 | o |
dz. o

W Mojzesz Presburger.
Uber die Vollstandigkeit eines gewissen Systems der
Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die Addition als einzige
Operation hervortritt. 1929,

Mojzesz Presburger 1904 — 1943
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Vereinfachte Presburger Formeln:

0] e r+y=z | r=n |
O ANG2 | b
dx. ¢
Bemerkungen

@ Durch sukzessive Addition kann man Multiplikation mit
Konstanten simulieren.

(Wie?) QX




Vereinfachte Presburger Formeln:

) = rH+y==z r=mn
M ANp2 | o
dz. ¢

Bemerkungen

@ Durch sukzessive Addition kann man Multiplikation mit

Konstanten simulieren.
(Wie?)

@ Das Rucksackproblem ldsst sich in PA ausdriicken.
(Wie?)
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PSAT
, so dass o gilt ...

Allgemeineres Ziel:
Finde Werte in N fiir die

Allgemeineres Ziel: PSAT
Finde Werte in N fiir die , so dass ¢ gilt ...
Allgemeineres Ziel: PSAT

Finde Werte in N fiir die , so dass ¢ gilt ...
Bemerkung;:

Ganzzahlige Optimierung lasst sich als PSAT-Problem ausdriicken.
(Wie?)




Allgemeineres Ziel: PSAT

Finde Werte in ¥ fiir die , so dass ¢ gilt ...

Bemerkung;:

Ganzzahlige Optimierung ldsst sich als PSAT-Problem ausdriicken.
(Wie?)

Allgemeineres Ziel: PSAT

Finde Werte in N fiir die , so dass o gilt ...

Bemerkung:

Ganzzahlige Optimierung ldsst sich als PSAT-Problem ausdriicken.

(Wie?)

Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte ...
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Allgemeineres Ziel: PSAT
Finde Werte in N fiir die , so dass ¢ gilt ...
Bemerkung:

Ganzzahlige Optimierung ldsst sich als PSAT-Problem ausdriicken.
(Wie?)

Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte ...
213 t LJO((Lgo|1({o0]j1|1
42 z OJ1 (o101 1]01]0
89 y T{O(Og 1110|110
17 X LJO(0Og0]1(0]010
. o
? P

Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular I

O1 A o =3 L(p1) N L(pa) (Durchschnitt )
dx: o —

o

(o) (Komplement )

«(£(0)) ( )

1




Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular "

D1 A 09 — L(or) N L(dg) (Durchschnitt )

-0 = L(o) (Komplement )
Ja: 60 =  m(L(0) ( )
Achtung:

@ Ein akzeptiertes Tupel kann immer durch fiihrende Nullen
verlangert werden !

@ bleibt unter Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
erhalten !l

Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular I

D1 N\ Oy = L(oy) N L(Pa) (Durchschnitt )

o) — L) (Komplement )
Ja: o = z(L(D)) ( )
Achtung:

@ Ein akzeptiertes Tupel kann immer durch fiihrende Nullen
verlangert werden |

@ bleibt unter Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
erhalten !l

Allgemeineres Ziel: PSAT
Finde Werte in N fiir die , so dass ¢ gilt ...
Bemerkung:

Ganzzahlige Optimierung ldsst sich als PSAT-Problem ausdriicken.
(Wie?)

Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte ...
203t tloft1lo[1]ol1]1]0O ©
42 Z 0170117011070 10 0
89 y 1101011101 ]0|D o
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Weg-Projizierung der x-Komponente:

213t Llojt1]{olt|ol1]1
42 z oltlol1]o]|1]o]o
89 Llojoft|1|o|1]O
17 x 1lojolofl1]o]o]|o0




Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular "

D1 A 09 — L(or) N L(dg) (Durchschnitt )

-0 = L(o) (Komplement )

Ja: 60 =  m(L(0) ( )
Achtung:

@ Ein akzeptiertes Tupel kann immer durch fiihrende Nullen
verlangert werden !

@ bleibt unter Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
erhalten !l

@ Wie sieht das mit der Projektion aus 7

Weg-Projizierung der r-Komponente:

213 tjlojltlol1iol1]1
42
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@ Nun werden mdglicherweise Tupel von Zahlen erst nach
Anhangen von geeignet vielen fiihrenden Nullen akzeptiert !

Weg-Projizierung der x-Komponente:

213 t 11O 110(1]0]1]1
42 z O/1/0[1]0[1]0]0
89 y 110,011 10]11]0
17 X 110/0]0|1]0]0|0

Weg-Projizierung der x-Komponente:

213t 110 110]170]1]1
42
89

A N
o
o
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o Nun werden mdglicherweise Tupel von Zahlen erst nach
Anhingen von geeignet vielen fiihrenden Nullen akzeptiert !

@ Der Automat muss so komplettiert werden, dass ¢ bereits
akzeptierend ist, wenn von g aus mit Nullen ein
akzeptierender Zustand erreicht werden kann.




Automaten fiir Basis-Pradikate:

Automaten fiir Basis-Pradikate:

Automaten fiir Basis-Pradikate:

~1 0

Automaten fiir Basis-Pradikate:

X9 X 110
000
011
101




Automaten fiir Basis-Pradikate:

&%, vhy =2

110

000
011
101

Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular I

D1 N\ Oy = L(oy) N L(Pa) (Durchschnitt )

o) — L) (Komplement )

dr: o — T (L£(0)) ( )
Achtung:

@ Ein akzeptiertes Tupel kann immer durch fiihrende Nullen
verlangert werden |

@ bleibt unter Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
erhalten !l

@ Wie sieht das mit der Projektion aus ?

Automaten fiir Basis-Pradikate:

000
011
101

Ergebnisse:

Ferrante, Rackoff,1973 PSAT <




Ergebnisse:

Ferrante, Rackoff,1973

Fischer, Rabin, 1974

PSAT <

PSAT >

Informatik im Jahr 2100: Eine Vorhersage
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Ergebnisse:
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Informatik im Jahr 2100: Eine Vorhersage
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Informatik im Jahr 2100: Eine Vorhersage
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