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Beweis:
Sei N = (Q.,X,0,qo. F') ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q), %, 4. {qo}. F):

Fy={5CQ|5nF#0}
Dann gilt: A
we L(N) « (?({qg}. w) N F # 0 Def.

= {q},w) € Fu Def.
< we L(M) Def. ]

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.

Beweis:
Sei N = (Q.%,4,qo, F') ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q), %, 0. {qo}. Fu):

Fry ={SCQ|SNF #0}

Dann gilt: A
weL(N) & {q},w)NF#0 Def
& {q},w) € Fu Def.
< we L(M) Def. ]

Dies nennt man die Potenzmengen- oder Teilmengenkonstruktion.




Beweis:
Sei N = (Q,X,0,qp, F') ein NFA.
Definiere den DFA M = (P(Q), %, 0, {qo}, Far):

Fa={SCQ|SNF#0}

Dann gilt:
w e L(N)

Sl

d({qo},w) N F #£0  Def.

=
= 5({9’0}.u.‘) e Fy Def.
& weL(M) Def.

>

Warum NFAs?

Mit NFAs lassen sich reguldre Sprachen

(u.U. exponentiell) kompakter darstellen.

Bewelis:
Sei N = (Q, 5,4, o, F) ein NFA.

Beispiel 2.9 /
4

Ly :={w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0.1
|/\‘I
%é 1 @ 01@)01 %




Beispiel 2.9

Ly :=={w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0.1

(M)

L1 01 s 01 0y
R e DS ——®)

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir L;, mit 25+1
Zustinden.

Beispiel 2.9

Ly = {w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0.1
M
@é L Gy Ol gy ol 0.1@

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Lj, mit 2%+1
Zustanden. Geht es kompakter?

Lemma 2.10
Jeder DFA M mit L(M) = Ly, hat mindestens 2% Zustanden.

Beispiel 2.9

Ly :={w € {0,1}" | das k-letzte Bit von w ist 1}
Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

0.1

M

J\ 1 ~~ 0.1 »~~ 0.1 0.1 /7
) — )

Die Potenzmengenkonstruktion liefert einen DFA fiir Lj, mit 251
Zustinden. Geht es kompakter?

Beweis:
Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(M) = Ly.




Beweis:

Indirekt. Sei A ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(M) = Ly.

° Es gibt w1, w2 € {0, l}k mit wy # wo aber
0(qo, w1) = 0(qo, w2)

Beweis:

Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(M) = Ly.

@ Es gibt wy,wo € {0, 1}’C mit wy # wg aber
0(qo.w1) = 0(qo. w)
@ Sei wy = -’w . ..aklimd we = u. .. b;}jmit a; # b;
@ OEseia; =1, 0;,=0
o w01 =ufg;].. a0t € Ly, und
wo0 1t = u Y| R )

Beweis:
Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2* Zustinden, so dass L(M) = Ly.

e Es gibt wy,ws € {0, 1}’C mit wy # wa aber
(g0, w1) = 6(qo. wa)
@ Sei wy = wa, ...ag und wy = wb; ... by mit a; # b;

Beweis:
Indirekt. Sei M ein DFA mit < 2% Zustinden, so dass L(M) = Ly.

@ Es gibt wy.wy € {0, 1}’C mit wy # wa aber
0(qo. w1) = (qo. w2)
@ Sei w; = wa;...ap und wy = wh; ... by mit a; # b;
@ OEseia;, =1,0, =0
e w01 =wa;...a,00 € Ly, und
u‘goifl =wb;... kaifl &}lf Ly
@ d(go. w10°71) = 3(d(qo. wy). 0771) = 0(0(go. wa), 0" 1) =

0(qo. wo0F 1) 4 . 2

L E

I |

=4 v~y




2.4 NFAs mit e—ljbergéingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch@NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

§:Qx (XU{e}) = PQ).

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergangen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € € 3 und mit

5:Q x (ZUu{e}) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
N N N
\ j' Vo
24 : o : 2N
o, A\ )

2.4 NFAs mit e—Ubergéingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

§:Qx (XU{e}) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

2.4 NFAs mit e-Ubergingen

Definition 2.11

Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

d:Qx (ZU{e}) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

(®)

Akzeptiert: €, 00, 11, ...




2.4 NFAs mit e—Ubergéngen

Definition 2.11
Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

§:Qx (XU{e}) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
M M (M)
\ Vo) Vo
—fﬁ‘ € }Ej? € {q2)
NS o N
Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q.Z
kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N’

2.4 NFAs mit e—Ubergéingen

Definition 2.11
Ein NFA mit e-Ubergingen (auch e-NFA) ist ein NFA mit einem
speziellen Symbol € ¢ ¥ und mit

§:Qx (XU{e}) = PQ).

Ein e-Ubergang darf ausgefiihrt werden, ohne dass ein
Eingabezeichen gelesen wird.

0 1 0
M M M
Vo) Vo b
—ﬁﬁ\' € -}fﬁ\ € {q2)
N L/ N/
Akzeptiert: €, 00, 11, ... Nicht akzeptiert: 101, ...

Bemerkung: € # €: € ist ein einzelnes Svmbol. € das leere Wort.

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (). %,0,qp. F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N/ = (Q, X, . qo, F")

00 :Qx¥Y—=PQ):

8 (q.a) = U r;({([}.ei(lEj).

i>0,50




Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q

0. qo, F) als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA

.-Z'.
N = (Q,%, 8, g0, F")

0 0 QxX —=PQ):

8 (q,a) :=

U o({q}. €ael) .

120,520

e Falls NV das leere Wort ¢ akzeptiert, also falls

3i > 0. 6({qo},€)NF #0

dann setze I’ := F'U{qo}, sonst setze F' := F'.

Beispiel 2.12

% 42

2
0 1 0
() () ()
% 0,1 R B
‘\;/\\“1-‘,_,_7 ’\,/I - //U
01

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, X. 0, qo. F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N/ = (Q, X, 0", qo, F")

e V:QxX —=PQ):
8 (q.a) = U 0({q}. €ael) .
i>0,j>0

@ Falls N das leere Wort ¢ akzeptiert, also falls

3i > 0. 6({qo}. € )N F £
dann setze F' := F'U{qo}, sonst setze F' := F'.

Damit gilt per definitionem:

Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.

Beispiel 2.12

0
M M
4@ ‘ @ : @




Formal betrachten wir einen e-NFA N = (Q, X, 4. qp, F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA

.-Z'.
N = (Q,%, 8, g0, F")

Beispiel 2.12
e 0 :Qx Y —=PQ):

1
8 (q,a) :=

U 0({q}.€'ae’) . . ‘5‘7@@ c

0
I/\l
i>0,j>0 4@

e Falls NV das leere Wort ¢ akzeptiert, also falls

3i > 0. 6({qo}. € )N E £

dann setze I := F'U{qo}, sonst setze F' := F".

Damit gilt per definitionem:

Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.

Beispiel 2.12
0 1 0
M M M
\ | \ | \
/\x 4 e o e o
%) D) 2
0 1 0
N N N
iﬁ&' 0,1 AL 0,1 P
‘\({(}/\\\\‘ o '\(1'1/. o //®

Warum e-NFAs?




Beispiel 2.12

0 1 0
M () ()
) DR )

G

0 1 0

() () (M)

{gﬁ\\‘ 0,1 _655 0.1 ///jé§§
o1

Warum e-NFAs?

Sie sind praktisch.

Ab jetzt: ,,E—Ubergang“ und , e-NFA“

Warum e-NFAs?

Sie sind praktisch.

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (). %,0,qp. F') als
kompakte Reprasentation eines e-freien NFA N/ = (Q, X, . qo, F")

0 M :(Qx¥Y = PQ):

8 (q,a) = U 5 ({q}. €'ael) .

0,50

@ Falls N das leere Wort € akzeptiert, also falls

Ji > 0,

0({qo}.€)NF #0
dann setze F' := F'U {gp}, sonst setze F' := F'.

Damit gilt per definitionem:

Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.




Beispiel 2.12

0
a

-

Beispiel 2.12
0 i 0
N \ N

M

it =)

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (@, X, 0, qo, F') als
kompakte Reprisentation eines e-freien NFA N’ = (Q, X. ¢, qo, F')

0V :QxX - PQ):

§(q,a):= U 0({q}. €ael) .

i>0,70
@ Falls N das leere Wort ¢ akzeptiert, also falls
3i > 0. 0({qo}.€)NF £0
dann setze F' := F'U{qo}, sonst setze F' := F'.

Damit gilt per definitionem:

Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.

Formal betrachten wir einen e-NFA N = (). %,0,qp. F') als
kompakte Reprdsentation eines e-freien NFA N’ = (Q. 3,0, qp, F')

0 M :(Qx¥Y = PQ):

8 (q,a) = U 5({q}.€'ae’) .
"‘—"l ? i>0,5>0

@ Falls N das leere Wort € akzeptiert, also falls
3i > 0. 0({qo}. € )N F £0
dann setze F' := F'U {gp}, sonst setze F' := F'.

Damit gilt per definitionem:

Jeder e-NFA ist dquivalent zu einem NFA.




Warum e-NFAs?

Sie sind praktisch.

Ab jetzt: ,e-Ubergang” und & NFA"

Vorlaufiges Fazit:

Die folgenden Automatentypen sind gleich machtig:

e DFA
e NFA
e «NFA

Vorlaufiges Fazit:
Die folgenden Automatentypen sind gleich machtig:

e DFA
o NFA
o «-NFA

2.5 Reguldre Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.




2.5 Reguldre Ausdriicke

Regulare Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Reguldre Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

@ ( ist ein regulidrer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke

Reguldare Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Reguldre Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

e () ist ein regularer Ausdruck.
@ € ist ein reguldrer Ausdruck.

e Fiir jedes a € ¥ ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Wenn « und /3 reguldre Ausdriicke sind, dann auch
e af
o oS (oft v + /3 geschrieben)

] G*.

Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke
Reguldre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.

Definition 2.13

Reguldre Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

@ () ist ein reguldrer Ausdruck.

@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.

2.5 Reguldre Ausdriicke
Reguldre Ausdriicke sind eine kompakte Notation fiir formale
Sprachen.
Definition 2.13
Reguldre Ausdriicke (regular expressions, REs) sind induktiv
definiert:

e () ist ein regularer Ausdruck.

@ € ist ein reguldrer Ausdruck.

e Fiir jedes a € ¥ ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

@ Wenn « und /3 reguldre Ausdriicke sind, dann auch
-] (‘t‘_ﬁ
o a3 (oft o 4 3 geschrieben)

o C'l:‘*.

Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.




A5 +3 =
(122 ) +7%

@ Reguldre Ausdriicke kénnen bzw. miissen geklammert werden.

Notation:

@ Bindungsstarke: * stirker als Konkatenation starker als |

Notation:
@ Reguldre Ausdriicke kénnen bzw. miissen geklammert werden.
e Bindungsstarke: * starker als Konkatenation starker als |
o ab* = a(b*) # (ab)*
° abc—(ab)c#a@cb

Notation:
@ Reguldre Ausdriicke kénnen bzw. miissen geklammert werden.

o Bindungsstarke: * stirker als Konkatenation starker als |

o ab* = a(b*) #((abY’

Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck « ist die zugehdrige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

o L(B)=10




Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

L(p)=0
() ={)

Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

L®)=90
L(e) = {e}
L(a) = {a}
o L(af) = L(a)L(53)

Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

o L(B)=10
o Lie) = {¢)
Q) = {N}

Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck « ist die zugehdrige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

o L(0)=10
o L(e) = {¢}
e L(a) = {a}

L(aB) = L(a)L(B)
L(a | B) = L(a) U L(53)




Definition 2.14
Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(7)
rekursiv definiert:

o L(B)=1

o Lie) = {¢}

e L(a) = {a}

e L(af)= L(a)L(J3)

e L(a|3) = L) U L(/3)
o L(*) = L(a)*

Beispiel 2.15
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.
o Alle Waérter, die mit 00 enden:
(0[1)*00
@ Alle Worter gerader Lange, in denen O und 1 alternieren:

(01)* | (10)*

Beispiel 2.15
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.
o Alle Worter, die mit 00 enden:

> (0[1)*00

(00 = §008
L((Ol/lj%> =3 ¢,

O; /] )
OOIOA,%/’M)

}’-—v

Beispiel 2.15
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.
o Alle Worter, die mit 00 enden:

(0[1)*00
@ Alle Worter gerader Lange, in denen 0 und 1 alternieren:
(01)* | (10)°
@ Alle Waorter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:

(0*10%1)*0*

(o”é/: 0%




Beispiel 2.15
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.
o Alle Waérter, die mit 00 enden:

(01)700 Beispiel 2.16
@ Alle Waorter gerader Lange, in denen O und 1 alternieren: Gleitkommazahlen: ¥ = {+,—,0,1,2.3.4,5,6.7,8.9, .}
(01)* | (10)*
@ Alle Waérter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:
(0*10*1)*0*
@ Alle Warter, die die Binadrdarstellung einer durch 3 teilbaren
Zahl darstellen, also

0,11,110,1001, 1100, 1111, 10010, ...

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:
Beispiel 2.16 .= a1]...|an wobei ¥ = {a1,...a,}
Gleitkommazahlen: ¥ = {4, —,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, .}

(+|~ | e)(DE | DD*.D* | D*.DD")
wobei D = (0/1]2]3|4]5(6/7(8[9)




Beispiel 2.16
Gleitkommazahlen: ¥ = {4, —.0,1,2,3.4,5.6,7.8,9. .}

(+ | — | €)(DD* | DD*.D* | D*.DD*)

wobei D = (0]1[2|3]4]5/6|7|8]9)

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:
= ai|...|a, wobei ¥ = {a....a,}

lar...a,] = ai]...|a,

[0,,@

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:

= ail...|an, wobei ¥ = {ay,...a,}

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:
= ai|...|an wobei 3 = {a1,...an}
lap...an] = a1]...|ay
[Car...an] = bi|...|bm wobei {b1...., b} =X\ {a1....an}




Erweiterte regulire Ausdriicke in UNIX:

= ai|...|a, wobei ¥ = {ay,...a,}
lap...a,] = ay|...|a,
(Cay...ap] = bi]...|bym wobei {b1,..., b} =X\ {ai,...an}
a? = €la

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:

= ai|...|a, wobei ¥ = {a....a,}
lar...a,] = ai]...|a,
[Car...an] = by|...|bm wobei {b1,..., b}t =X\ {a1,...an}
a? = €la
a+r = aa’
a{n} = a...a (n copies)

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:
= ail...|an, wobei ¥ = {ay,...a,}

lay...ap] = ay|...|ay

[ay...an]l = bi|...|by wobei {b1...., b} =X\ {ai,..

a? = €la

a+ = aa®

Erweiterte reguldre Ausdriicke in UNIX:
= ai|...|an wobei 3 = {a1,...an}

lap...an] = a1]...|ay

[Car...an] = bi|...|bm wobei {b1.....0m} =X\ {a1...

a? = €la
at+ = aa*

af{n} = a...a (n copies)

Jan}

S}




Strukturelle Induktion

Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Strukturelle Induktion

Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle reguldren Ausdriicke
v gilt, also P(7), beweise

e P(0)

e Ple)

e Pla) firalleaeX

e Pla)AP(f3) il> P(apj)
° P(u)/\ ()= P(a| )
° P([L) P(a™)

Strukturelle Induktion

Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle regularen Ausdriicke
v gilt, also (), beweise

Strukturelle Induktion
Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle regularen Ausdriicke
v gilt, also P(), beweise

) firallea € X
a) A\ P(B) = P(af3)
V) A P(3)= Pla| j)
P(o) = P(a™)

Komfortabler Spezialfall der Induktion iiber die Lange von ~

j

© o o
“‘D




Satz 2.17 (Kleene 1956)

Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann durch einen reguldren

Ausdruck darstellbar, wenn si'st.

Strukturelle Induktion

Da die reguldren Ausdriicke induktiv definiert sind, gilt fiir sie das
Prinzip der strukturellen Induktion:

Um zu beweisen, dass Eigenschaft P fiir alle reguldren Ausdriicke
v gilt, also P(7), beweise

e P(0)

e Ple)
e Pla) firalleaeX
e Pla)AP(3) = P(ap)
e Pla) ANP() = Pla | )
e Pla)= P(a*)

Komfortabler Spezialfall der Induktion iiber die Lange von ~.

Satz 2.17 (Kleene 1956)

Eine Sprache L. C ¥* ist genau dann durch einen regularen
Ausdruck darstellbar, wenn sie regular ist.

Beweis:

—

Sei L = L(v).

Wir konstruieren einen e-NFA N mit L = L(N') mit Hilfe
struktureller Induktion tiber ~.




