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Lemma 2.38 Lemma 2.38
Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar. Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.
Beweis: Beweis:
|L(M)| =00 gdw von gg aus eine nicht-leere Schleife erreichbar |L(M)| =00 gdw von gy aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus F’ erreichbar ist: ist, von der aus F' erreichbar ist:
finite(Q, 3,0, qo, F) = finite(Q.3,0,qo. F') =

R := Reach({qo})




Lemma 2.38

Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = oo gdw von gg aus eine nicht-leere Schleife erreichbar

ist, von der aus I erreichbar ist:

finite(Q, X, 0, qo, F) =
R := Reach({qo})
C:={peR|pe Reach(|J,ex 0(p.a))}

Definition 2.39
Seien D und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D5)?

Lemma 2.38
Fiir endliche Automaten ist das Endlichkeitsproblem entscheidbar.

Beweis:
|L(M)| = o0 gdw von o aus eine nicht-leere Schleife erreichbar
ist, von der aus I erreichbar ist:

finite(Q.X.0,q0. F) =
R := Reach({go})
C:={peR|pe Reach(|J,ex d(p.a))}
return (Reach(C)N F = 0)

Definition 2.39
Seien D und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,

Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D5)?




Definition 2.39
Seien Dy und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D)?

Lemma 2.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Definition 2.39
Seien D und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D3)?
Lemma 2.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:

Folgt direkt aus
1 CLy & LlﬁL_Q:@
Li=Ly & L1 CILaNLyCI4

Definition 2.39
Seien Dy und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(Dy) = L(D)?

Lemma 2.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:
Folgt direkt aus

LiCLly & LinLa=9
S

Definition 2.39
Seien D und Dy Sprachbeschreibungen (DFAs, NFAs, REs,
Grammatiken, etc).

Aquivalenzproblem: Gilt L(D;) = L(D3)?

Lemma 2.40
Das Aquivalenzproblem ist fiir DFAs entscheidbar.

Beweis:
Folgt direkt aus

LiCLy & LinLy=90
Li=Ly & LiCLoALyC Iy
da fiir DFAs Komplement und Durchschnitt wieder endliche

Automaten liefern und das Leerheitsproblem fiir endliche
Automaten entscheidbar ist.




Satz 2.41
Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1]|Q2|)
entscheidbar

Satz 2.41
Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q)1||Q2])
entscheidbar (bei fixem ¥2).

Beweis:
Gegeben: DFAs My mit m und Ms mit n Zustanden.
Mit Hilfe der Produkt-Konstruktion fiir N folgt:

‘ Anzahl der Zustande

TR ML) mn

L(My) N L(Ms) mn

Satz 2.41

Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1]|Q2])
entscheidbar (bei fixem ).
(2]

Satz 2.41
Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1]|Q2])
entscheidbar (bei fixem X.).

Beweis:
Gegeben: DFAs M, mit m und Ms mit n Zustinden.
Mit Hilfe der Produkt-Konstruktion fiir N folgt:

‘ Anzahl der Zustdnde
L(My)n L(Ms) mn
L(My)n L(Ms) mn

Das Leerheitsproblem ist jeweils in Zeit O(mn) entscheidbar.




Korollar 2.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2/Q11+1Qzl)
entscheidbar (bei fixem ).

Korollar 2.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2/Q11+1Q2])
entscheidbar (bei fixem ¥2).

Satz 2.41
Das Aquivalenzproblem fiir DFAs ist in Zeit O(|Q1||Q2])
entscheidbar (bei fixem ).

Beweis:
Gegeben: DFAs M; mit m und Ms mit n Zustdnden.
Mit Hilfe der Produkt-Konstruktion fiir N folgt:

ﬁ[ ‘ Anzahl der Zustande
h 7
mn s - 2,

L(M;)NI(0h) “
ﬁL(Ml )N L(Ms) mn ?.Wl -

Das Leerheitsproblem ist jeweils in Zeit O(mn) entscheidbar. L]

Korollar 2.42
Das Aquivalenzproblem fiir NFAs ist in Zeit O(2|Q11+Qz)
entscheidbar (bei fixem X.).

Beweis: 2 NFAs mit m und n Zustinden -~
2 DFAs mit 2™ und 2™ Zustanden  ~~=
Aquivalenztest in Zeit O(2m2") W e
e O Uik
Korollar 2.43

Das Aquivalenzproblem fiir reguldre Ausdriicke ist entscheidbar.




Fazit:

Die Kodierung der Eingabe (DFA, NFA, RE, ...) kann
entscheidend fiir die Komplexitit eines Problems sein.

2.10 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7

sondern Lésen:

Fir welches X gilt X =aX | b7

2.10 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen

Gilt XX* = X*X fiir alle X7

2.10 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fur alle X7
sondern Lésen:
Fiir welches X gilt X =aX |57
Anwendung:

Automat ~~ Gleichungssystem ~+ RE




2.10 Automaten und Gleichungssysteme

Nicht mehr Beweisen von Aquivalenzen
Gilt XX* = X*X fiir alle X7
sondern Ldsen:
Fir welches X gilt X =aX | b7

Anwendung: :

Automat ~ Gleichungssystem ~~ RE

Technische Vereinfachung: die X; stehen fiir (unbekannte) REs.

Beispiel 2.44

Ein Automatenfragment:

(@)

/ .
{\b/\‘ Lii= {uw | $(gw) € F)
a C_,\QLA\C/
3)

N

Beispiel 2.44

Ein Automatenfragment:

(42)

{%\j
d;\l

N

Beispiel 2.44
Ein Automatenfragment:
P
b=

Li = {w]| (g w) e F}

L=

{a}ly

{b}La

{C}Lg




Beispiel 2.44

Ein Automatenfragment:

(42)

M - Li = {w | d(gi.w) € F)

« Ay -

N Ly = {a}L: U {b}Lo U {c} Ly
43)

N

Da die L; reguldr sein miissen(?),

Beispiel 2.44

Ein Automatenfragment:
|/qTQ\I .
Li = {w | blgs.w) € F)

{\b/\_/ .

“Amy —

\_ Ly = {a}Ly U {b} Lo U {c s
q3)

N

Da die L; regular sein miissen(?), arbeiten wir direkt mit REs:
X1 = aX1 | ng | (.‘Xg

Loésung X; ist RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

Beispiel 2.44

Ein Automatenfragment:

(42)

Mj Li={w| (g w) € F'}

a (::\gl ] . —

/\{ Ly ={a}L, U{b}Lo U{c}Ls
43)

N

Da die L; reguldr sein miissen(?), arbeiten wir direkt mit REs:

X1 =aXy | bX2 | X3

TT?T

Satz 2.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit ¢ ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A'B




Satz 2.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit e ¢ A, so gilt

AR D 2
(A ﬁ)’& UREESAC
= (AAY U832
_ AN

I\

Satz 2.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit e ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A"B
Korollar 2.46
Sind o, 3 und X regulare Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt
X=aX | = X=a'p

Bemerkungen
e X = {¢} X U B hat keine eindeutige Losung:

Satz 2.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit e ¢ A, so gilt

X=AXuUB = X=A'B
Korollar 2.46
Sind «v, 3 und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt

X=aoX|f = X=ao'p

Satz 2.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit ¢ ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A"B
Korollar 2.46
Sind «, 3 und X regulare Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt
X=X | = X=a'p

Bemerkungen

o X = {¢}X UB hat keine eindeutige Losung:
jede Sprache X D B ist Lésung.




Satz 2.45 (Ardens Lemma)
Sind A, B und X Spachen mit e ¢ A, so gilt

X=AXUB = X=A"D

Korollar 2.46
Sind o, 3 und X reguldre Ausdriicke mit € ¢ L(«), so gilt

Bemerkungen

o X = {¢} X UD hat keine eindeutige Losung:
jede Sprache X 2 B ist Losung.

e X = aXb| e hat keine reguldre Losung.

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.47 )
()

Aquivalentes Gleichungssystem:

X, ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

X, =

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.47

b
)
(T a f‘@
b a
2/

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.47

b
0
1% a e @
b a
2/

Aquivalentes Gleichungssystem:

X, ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

X1 = GXQ




Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.47 )
M)
T a f@
b a
>/

Aquivalentes Gleichungssystem:

X; ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

X, = aXy|bXs
XQ = aXl‘bXQ

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.47 )
()
(1) a @
b a
LK,_/J

Aquivalentes Gleichungssystem:
X, ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.
X1 = (IXQ ‘ bX3

aXl\bX2|e
Xg = bXi|aXo|e€

3
1

Umwandlung eines DFAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

Beispiel 2.47

b
)
(T a f‘@
b a
2/

Aquivalentes Gleichungssystem:

X ist ein RE fiir die von ¢; aus akzeptierte Sprache.

X1 = aXy|bXs
XQ = CLX1|bX2|€

Losen des Gleichungssystems:




Losen des Gleichungssystems:

X, =
X2 X) | bXs | €
1|(1Xz|6

%%%?Fﬁ‘){%é&? RS

s
W ERUDIS ) ﬁi (‘“ﬁi

K= (@blo)K, (@6 Y, [£)
Ny = BafadX, Jeb¥%a &

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

@ Wandle FA mit n Zustdnden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi = Cl.ile ‘ ‘ (i.an ‘ b@

a;j er| o lep falls {er,...,ay ={ce¥ | ¢ > q}

wobei a;; := 0 falls q; 5 gjfiir kein c € ¥

Losen des Gleichungssystems:

X1 CI.XQ | ng,
Xs aX1|bXs | €
X3 = le ‘ (l.Xg | €

Lose Xo = Xy | (a X7 | €) nach X5 auf:

Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten regularen Ausdruck:

@ Wandle FA mit n Zustanden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=ainXy | | UinXn | bi

wobei a;; := 0 falls ¢; = ¢fiir kein ¢ € &

— {e falls g; € F

@ sonst




Umwandlung eines FAs in einen dquivalenten reguldren Ausdruck:

e Wandle FA mit n Zustdnden in ein System von n Gleichungen
mit n Variablen um:

Xi=anXq |- | ainXn | b

aij = c1|--|ep falls {e1,... ey ={ceX | ¢ g}

wobei a;; := 0 falls ¢; < gjfiir kein ¢ € &

0 sonst

b = {e falls g; € F

@ Lose das System durch schrittweise Elimination von Variablen
mit Hilfe von Ardens Lemma fiir REs (Korollar 2.46).

@ Ist k& der Startzustand, so beschreibt X} die vom Automaten
akzeptierte Sprache.

Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |:

r=Ax+b

Das System in Matrix-Schreibweise, mit -+ statt |

r=Ar+b

Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |;
r=Axr+0b

wobej




Das System in Matrix-Schreibweise, mit + statt |:

r=Axr L+ b

Beispiel 2.48

a b X1 o (1X1—|—bX2
¢ d)\Xo)  \eX;+dXy

Das System in Matrix-Schreibweise, mit -+ statt |

r=Ar+0b
wobei
Xl aijy ... Qip
r = ‘,4 = " . b =
Xn apl  --- Opp

Matrix-Addition und Multiplikation sind wie iiblich definiert,

aber auf der Element-Ebene mit
o REs statt Zahlen,
@ Konkatenation statt Multiplikation,
@ Alternative statt Addition.

Beispiel 2.48

a b Xl . (IX1+lrJX2
c d)\Xo/)  \eXy+dXs

Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!




Beispiel 2.48

a b X1 o (1X1 + bXQ

e d)\Xs) \eX|+dX,
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was kénnte * sein?

X=X + b
X’“‘/&\%L‘)

Beispiel 2.48

a b X1 o (1X1 + bXQ

c d Xo/)  \eX; +dXs
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was konnte * sein?

Af = A0 Al A2

Existiert das? Was ist das?/y T T
}{\/D: < Okgc“ 3

3

N

Beispiel 2.48

a b Xl . (IXl + bXQ

c d) \Xs) \eX| +dX5
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir - und - auf Matrizen haben, was kdnnte * sein?

A=A A AT

Beispiel 2.48

a b Xl . (IXl + lrJXQ

c d)\Xo/)  \eXy+dXs
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was konnte * sein?

Af = A oAt AT

Existiert das? Was ist das?

Es gilt:  A(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange 1.




Beispiel 2.48

a b Xl o (1X1 + sz

e d)\Xs) \eX|+dX,
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was kénnte * sein?

A* =AY oAt A2

Existiert das? Was ist das?
Es gilt:  A(i,j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange 1.
A™(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange n.

Beispiel 2.48

a b Xl o (1X1 + sz

c d Xo/)  \eX; +dXs
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir + und - auf Matrizen haben, was konnte * sein?

A= A% At A2

Existiert das? Was ist das?
Es gilt:  A(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange 1.
A"™(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange n.
Daher sollte gelten:
A*(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j endlicher Lange.

Aus dem Beweis des Satzes von Kleene wissen wir:

A*(i, j) existiert und ist der regulare Ausdruck o}.

Beispiel 2.48

a b Xl . (IXl + ng

c d) \Xs) \eX| +dX5
Achtung: Die Eintrage in den Matrizen sind beliebige REs!
Wenn wir - und - auf Matrizen haben, was kdnnte * sein?

A* =A% 4 AT+ A%

Existiert das? Was ist das?
Es gilt:  A(i,j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange 1.
A"™(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j der Lange n.
Daher sollte gelten:
A*(i, j) beschreibt alle Wege von i nach j endlicher Lange.

Satz 2.49

Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke.
Seien x und b Vektoren der GréBe n.
Falls € ¢ L(A(i, 7)) fiir alle i, j, dann gilt

r=Ar+b = x =A%




Satz 2.49

Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke.
Seien 2 und b Vektoren der GréBe n.

Falls € ¢ L(A(i, 7)) fiir alle i, j, dann gilt

r=Ar+b = =A%

Beweis: zB Kozen.

Satz 2.49

Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke.
Seien x und b Vektoren der GréBe n.

Falls € ¢ L(A(4, 7)) fiir alle i, j, dann gilt

r=Ar+b = =A%

Beweis: zB Kozen.

Berechnung von A*: zB Kozen oder Satz von Kleene.

Bemerkung;:

Die Nebenbedingung € € L(A(i,j)) ist automatisch gegeben,
wenn A von einem Automaten ohne e-Uberginge stammt,
denn A(i. j) = a;; ist die Summe der Buchstaben, die von i nach j

fuhren.

Satz 2.49

Sei A eine n x n Matrix reguldrer Ausdriicke.
Seien x und b Vektoren der GréfBe n.

Falls e ¢ L(A(i,j)) fir alle i, j, dann gilt

r=Ar+b = =A%

Beweis: zB Kozen.
Berechnung von A*: zB Kozen oder Satz von Kleene.

Bemerkung:
Die Nebenbedingung € ¢ L(A(¢,j)) ist automatisch gegeben,
wenn A von einem Automaten ohne e-Ubergidnge stammt,

Wann wendet man welches Verfahren zum Ldsen von
Gleichungssystemen an:




Wann wendet man welches Verfahren zum Lésen von
Gleichungssystemen an:

@ Schrittweises Losen des Gleichungssystems mit Ardens
Lemma: fiir Berechnungen per Hand.

Beweis

von Ardens Lemma:

Wir nehmen an X = AX UDB.

Wann wendet man welches Verfahren zum Ldsen von
Gleichungssystemen an:

@ Schrittweises Losen des Gleichungssystems mit Ardens
Lemma: fiir Berechnungen per Hand.

@ Matrizen-Ansatz mit A*: fiir Theorie und Programmierung.

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an

X = A(AXUB)UB




Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX U B.

X = AAXUB)UB=A2XUABUB

Beweis

von Ardens Lemma:

Wir nehmen an X = AX UDB.

X = A(AXUB)UB=A2XUABUB

= A (AXUB)UABUB=A*XUA’BUABUB = ...

Mit Induktion zeigt man fiir alle n € N:

X = Artlx y U AB

i<n

0: Behauptung wird zu X = AX U B, der Annahme.

Beweis

von Ardens Lemma:
Wir nehmen an X = AX UB.

X = A(AXUB)UB=A’XUABUB

= A2(AXUB)UABUB=AXUA2BUABUB=...

Mit Induktion zeigt man fir alle n € N:

X £ AnHlX U A'B

i<n

AT R

X = Artlxyy U A'B

i<n

Wir zeigen nun X = A*B.




X:yMXuUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*DB.

lﬁBgX:weATLJJA@
iCH

X:yHXUUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: weA'B=|JAB
ieN
= dn.wec A"B
= weX
X C A*D:

X=A""Xul]JAaB
i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: weA'B=|JA'B
i€N
= dn.wecA"B

— welX

X=A4""Xul]JAB
i<n
Wir zeigen nun X = A*B.
A*BCX: weAd'B=|]A'B
1eN
— dn.weA"B
— we X
X CA*B: Seiw e X und n:= |w|.




X:yMXuUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*DB.

AWQX:wefB:UA@
iCH
— dn. we A"B

= welX
X CA*B:  Seiwe X und n = |w|.

eg A

X:yHXUUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.

AWgX;wefB:UA@
i€N
— dn. we A"B

= welX
X CA*B: Seiw e X und n = |w|.
e¢ A
— Yuec A" |u|>n+1
— w¢ AMHX

:>weUA@

i<n

X:NMXUUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.

Amgx;weyB:UA%
e
— dn.we A"B

= welX
X CA*B: Seiwe X und n:=|w|.

eg¢ A
— Vue A" |ju/>n+1

X:JMXUUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.

A@gX;weyB:UA?
1N
— dn. we A"B

= weX
X CA*B: Seiw e X und n:= |w|.
e¢d A
— Yue A" |u|>n+1
— w¢ A"TLX

:éwEUA?QU£B

i<n €N




X:meuUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*DB.

AWQX:wefB:UA@
iCH
— dn. we A"B

= wekX
X CA*B: Seiwe X und n:=|uw|.
eg A
= Yuec A" |u|>n+1
— w¢ AMHLX
— we | JABc|JAB=4"B

i<n ieN

2.11 Minimierung endlicher Automaten

@ Beispiele
@ Algorithmen

© Minimalitatsbeweis

X:NMXUUA@

i<n
Wir zeigen nun X = A*B.

A@gx;weyB:UA%
e
— dn.we A"B

= welX
X CA*B: Seiwe X und n:=|w|.
eg¢ A
= Yuec A" |u|>n+1
— we AMHLY
— we | JABc|JAB=A"B

i<n iEN




