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Beispiel 3.49
Die Sprache L = {wwf [ w € {0,1}*} wird vom PDA
M = ({p,q.r}. {0.1}. {0.1, Zo}. p. Zp, 0. {r})
d(p.a.Z) = {(p,aZ)} furae{0.1}, Z {01, Zy}
Sp.e,Z) = (g, Z2)} furZe{0.1.Zp}
5(q,a,a) = {(g,e)} firae{0, 1}
Sla,e,Z0) = {(r, o)}
sowohl mit Endzustand als auch mit leerem Keller akzeptiert.

Bsp: (p. 1111, Zp) =3, (7.€.€).

Definiert man (g, e, Zo) als {(q, €)} statt {(r, €)} so gilt:

Beispiel 3.49
Die Sprache L = {ww® | w € {0,1}*} wird vom PDA

M= ({p,q.r}, {0,1}, {0,1, Zo}, p, Zo. 9, {r})

dp.a.Z) = A{(p,aZ)}| furae{0,1}, Z € {0,1. Zp}
dp.e.Z) = {lqg.2)} | furZe{0,1. Zo}
Mg, a,a) = {(g,€)} fir a € {0,1}

3, e, Zo) = {(r.€e)}

sowoh| mit Endzustand als auch mit leerem Keller akzeptiert.

Bsp: (. 1111, Zp) —>’§J (? €.€).
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Beispiel 3.49
Die Sprache L = {ww?f | w € {0,1}*} wird vom PDA
M = ({p,q.r}. {0.1}, {0.1. Zp}. p. Zo. 6. {r})
dp.aZ) = {(p,aZ)} firae{0,1}, Z e {0,1,Zp}
dp.e.Z) = {lq.2)} fur Ze{0,1. Zo}
d(q.a,a) = {(g.e)} firae{0,1}
d(q.e, Zo) = A{(r.€e)}
sowohl mit Endzustand als auch mit leerem Keller akzeptiert.

Bsp: (p. 1111, Zg) =3, (7, €.€).

Definiert man d(q. €, Zp) als {(q, €)} statt {(r, €)} so gilt:

Lp(M') =0




Beispiel 3.49
Die Sprache L = {ww® | w € {0, 1}*} wird vom PDA

M = ({p,q.7}, {0,1}, {0,1, Zo}, p. Zo, 0. {r})

p.a.Z) = A{(p,aZ)} furae{0.1}, Z€{0,1.Zy}
S(p.e.Z) = A{lg, 2)} fir Ze€{0,1,Zo}

Mg a,a) = {(q.€)} fir a € {0,1}

og.e. Zo) = {(r. )}

sowohl mit Endzustand als auch mit leerem Keller akzeptiert.
Bsp: (p. 1111, Zp) =3, (7.€.€).
Definiert man 6(q, €. Zo) als {(q. €)} statt {(r, €)} so gilt:

Lp(M') =0 aber L (M') = L.

Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

@ Mit einem NFA A kann man w € L(A) durch parallele
Verfolgung aller Berechnungspfade entscheiden, da sie alle
endlich sind.

Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

@ Mit einem NFA A kann man w € L(A) durch parallele
Verfolgung aller Berechnungspfade entscheiden, da sie alle
endlich sind.

@ Bei einem e-NFA gibt es auch unendliche Berechnungspfade,
die aber einfach zu eliminieren sind.

@ Bei einem PDA kann es wegen e-Ubergingen auch unendliche
Berechnungen — s geben,




Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

@ Mit einem NFA A kann man w € L(A) durch parallele
Verfolgung aller Berechnungspfade entscheiden, da sie alle
endlich sind.

@ Bei einem e-NFA gibt es auch unendliche Berechnungspfade,
die aber einfach zu eliminieren sind.

@ Bei einem PDA kann es wegen e-Ubergingen auch unendliche
Berechnungen — s geben, zB d(q,¢, 2) %((].ZZE‘.

Ziel:

Akzeptanz durch Endzustinde und leeren Keller gleich machtig.

Bemerkungen: PDAs und das Wortproblem

@ Mit einem NFA A kann man w € L(A) durch parallele
Verfolgung aller Berechnungspfade entscheiden, da sie alle
endlich sind.

@ Bei einem e-NFA gibt es auch unendliche Berechnungspfade,
die aber einfach zu eliminieren sind.

@ Bei einem PDA kann es wegen e-Ubergingen auch unendliche
Berechnungen — s geben, zB d(q,¢,2) = (¢, ZZ):

(g. {{‘.Z) — M (({. Et‘.ZZ) — M (q. ii‘.ZZZ) —M ---

Diese sind wegen des moglicherweise wachsenden oder
pulsierenden Kellers nicht einfach zu eliminieren.

@ Daher ist es a priori unklar, wie man mit einem PDA das
Wortproblem entscheidet.

Ziel:

Akzeptanz durch Endzustande und leeren Keller gleich machtig.

Satz 3.50 (Endzustand — leerer Keller)

Zu jedem PDA M = (Q,3, 1", qo, Zp, 8, F') kann man in linearer
Zeit einen PDA M' = (Q', £, 1", ¢, Z},, &) konstruieren mit
Lr(M) = Lo (M),




Ziel:

Akzeptanz durch Endzustinde und leeren Keller gleich machtig.

Satz 3.50 (Endzustand — leerer Keller)
Zu jedem PDA M = (Q. X, 1", qo, Zy, 6, F') kann man in linearer

Zeit einen PDA M' = (Q', X, 1", g, 2}, ¢") konstruieren mit
Lp(M) = Le(M).
Ziel:

(q0.w, Zo) =3y (fre,7) & (g, w. Z)) =3 (g.€.€)

Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:
@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand ).

@ Um zu verhindern, dass der Keller von M’ leer wird, ohne dass
M in einem Endzustand ist, fithren wir ein neues Kellersymbol
Z ein.

Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert A (mit Endzustand).

Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:

@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand q).

@ Um zu verhindern, dass der Keller von M’ leer wird, ohne dass
M in einem Endzustand ist, fithren wir ein neues Kellersymbol
Z{ ein.

Q= Qu{7q}




Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:
@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand g).

o Um zu verhindern, dass der Keller von M’ leer wird, ohne dass
M in einem Endzustand ist, filhren wir ein neues Kellersymbol
Zj ein.

Q" = Qu{g q}
I = Dw{Z)}

Wir erweitern § zu §';
o"(qo- €, Z5) = {(q0. Z0Zg)}

Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:

@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand ).

@ Um zu verhindern, dass der Keller von M’ leer wird, ohne dass
M in einem Endzustand ist, fithren wir ein neues Kellersymbol
Z ein.

Q" = Qu{7q}
I = Tw{Z}

Wir erweitern d zu &'

O(q.b.Z) firqeQ\F,beXU{e}, Z €l
o(f.a,Z) firfeF,ack Zel

([, e.Z) =d0(f.e,Z)U{(q.e)} firfel, Zel’

) ={(q,€)} fir Z e 1V ]

Beweisskizze:

M’ (mit leerem Keller) simuliert M (mit Endzustand). Zusatzlich:

@ Sobald M einen Endzustand erreicht, darf M’ den Keller
leeren (im neuen Zustand §).

@ Um zu verhindern, dass der Keller von M’ leer wird, ohne dass
M in einem Endzustand ist, filhren wir ein neues Kellersymbol
Zj ein.

Q' = Qu{q q}
I o= Tw{Z}

Wir erweitern § zu "
‘(ﬁ'o €. Z4) = {(q0. Z0Z0)}

g, b, Z) =d(q,b,7) firqe Q\F,be X U{e}, Z €T
8 foa,Z) =06(f,a.2) firfet,aeX Zel
o'(f.e,Z) =0o(f,e. Z)U{(q.a)} firfeF Zel’

Satz 3.51 (Leerer Keller — Endzustand)

Zu jedem PDA M = (Q,3, 1", qo0, Z0,9) kann man in linearer Zeit
einen PDA M' = (Q'. X1, ¢y, Z), &', F') konstruieren mit

Le(M) = Lp(M').




Satz 3.51 (Leerer Keller — Endzustand)

Zu jedem PDA M = (Q,X.1', g0, Zo,d) kann man in linearer Zeit
einen PDA M" = (Q'. X, 1", qf), Zy, &', F') konstruieren mit
Le(M) = Lp(M").

Beweisskizze:

M’ (mit Endzustand) simuliert Al (mit leerem Keller). Zusatzlich:

@ M’ schreibt am Anfang ein neues Zeichen Z{; auf den Keller.

Satz 3.51 (Leerer Keller — Endzustand)

Zu jedem PDA M = (), .1, qu, Zp,d) kann man in linearer Zeit
einen PDA M' = (', X, 1", q(. Z},. &', ') konstruieren mit
Le(M) = Lp(M').

Beweisskizze:

M’ (mit Endzustand) simuliert M (mit leerem Keller). Zusatzlich:

e \[" schreibt am Anfang ein neues Zeichen Z auf den Keller.

e Sobald M auf dem Keller Z{ findet, ist der Keller eigentlich
leer, und A’ geht in den (neuen) Endzustand f.

Q" = QW{qg,f}
" = T'e{Zy}
o= S}

Satz 3.51 (Leerer Keller — Endzustand)

Zu jedem PDA M = (Q. 2,1, g0, Zo,d) kann man in linearer Zeit

einen PDA M’ = (Q". .17, ¢}, Zy, &', F') konstruieren mit

L (M) = Lg(M).

Beweisskizze:

M’ (mit Endzustand) simuliert M (mit leerem Keller). Zusatzlich:
@ M’ schreibt am Anfang ein neues Zeichen 7|, auf den Keller.

@ Sobald M auf dem Keller Z|, findet, ist der Keller eigentlich
leer, und A’ geht in den (neuen) Endzustand f.

Satz 3.51 (Leerer Keller — Endzustand)

Zu jedem PDA M = (Q,3, 1", qo0, Z0,9) kann man in linearer Zeit

einen PDA M' = (Q'. X1, ¢y, Z), &', F') konstruieren mit

Le(M) = Lp(M').

Beweisskizze:

M’ (mit Endzustand) simuliert M (mit leerem Keller). Zusatzlich:
@ M’ schreibt am Anfang ein neues Zeichen Z; auf den Keller.

@ Sobald M auf dem Keller Z| findet, ist der Keller eigentlich
leer, und M’ geht in den (neuen) Endzustand f.

O = Quiiln

I = Twi{Zl}

o= {f}

'(go-€. Z5) = {(q0, ZoZf)}

§g.b.Z) = (q.b.2) firge Q beXU{e}, ZeT

8 (q, €. Z))

{(f.20)} firge @ O




Die folgenden Satze erleichtern Beweise {iber Berechnungen von
PDA:s.

Die folgenden Satze erleichtern Beweise {iber Berechnungen von
PDAs.

Lemma 3.52 (Erweiterungslemma)

(qu, ) =4y (') = (quv,af) =14 (¢ u'v,a'3)

Beweis:
Nach Definition von —; gilt

(Gis wis i) =g (Qig1s Wit 1) =

(gi, wiv, i 8) = ar (Qi1. wir1v, 1 3)

Die folgenden Sitze erleichtern Beweise iiber Berechnungen von
PDAs.

Lemma 3.52 (Erweiterungslemma)

(q.u,0) =0 (¢ ") = (q,uv,aB) =% (¢ u'v, o' B)

Die folgenden Sitze erleichtern Beweise iiber Berechnungen von
PDAs.

Lemma 3.52 (Erweiterungslemma)

(q.u,0) =14 (¢ v ") = (qouv,aB) =% (¢ u'v.a'B)

Beweis:
Nach Definition von —; gilt

(Giswis o) =g (Givts Wiy, ig1) =

(gi. v, i 3) = (G, U100, ip13)

Mit Indukion iiber n folgt die Behauptung. -




Die folgenden Satze erleichtern Beweise {iber Berechnungen von
PDA:s.

Lemma 3.52 (Erweiterungslemma)

(q.u, ) =0 (¢ ' o) = (q.uv,aB) =% (¢ d'v, o' 3)

Beweis:
Nach Definition von —; gilt

(Gis wiy ) —ar (Gig1s Wil Q1) =
(gi, uiv, i B) = ar (Qiv1. wir10, e13)

Mit Indukion iiber n folgt die Behauptung.
Gilt die Umkehrung, zB

(q1,a0, XZ) =3y (3,6, YZ) = (q1.aa,X) =3 (g3,6,Y)?

H o B f

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w, Z1_1) =0 (¢ €.€)

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w, Z1. ) =y (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pim1. 14, Zi) =745 (pi€,€) (i=1...., k)

und w = Uy, k.




Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w.Zy_j) =7 (¢'.e.€) dann gibt es u;, pi, n;, so dass
(pi—t.ui. Zi) —hp (pive,e) (i=1,..., k)

und w =y g, po=q, px = ¢, X ni = n.

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)

Wenn (q,w, Z1_1) =% (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(Pi—t. i, Zi) —3; (piv€.€) (i=1..... k)

undw =1y g, po=q pr=4¢,6 > ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)

Wenn (q,w, Z1 ) =y (¢'.e.€) dann gibt es w;, p;, ni, so dass
(pi—t1.us. Zi) =4k (pise.e) (i=1...., k)

und w = uy g, po=1q, P =4q, >, ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n.

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)

Wenn (q,w, Z1. ) =y (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pim1. 14, Zi) =745 (pi€,€) (i=1,..., k)

und w=uy g, po=q pr=4q, . ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.
Schritt: Eine Berechnung der Lange n + 1 hat die Form

(q. 0w’ . Z1 &) = (pow' Y1020 1) =0y (d€.¢)




Satz 3.53 (Zerlegungssatz)

Wenn (q,w.Zy_j) =7 (¢'.e.€) dann gibt es u;, pi, n;, so dass
(pi—t.ui. Zi) —hp (pive,e) (i=1,..., k)

und w = uy g, po=19q, pr = ¢, Y, ni = n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Schritt: Eine Berechnung der Linge n + 1 hat die Form

(q. 0w, Zy x) =n (pow' Y1 aZa k) =0y (4 € €)

A= Juj,rj.m; (j=1...., D), Jug.pi,ng (1=2,..., k) mit

n;

(rj—1,v5, Y;) =07 (rj,€,¢) (i1, i Z;) =07 (pis€.€)

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w, Z1_1) =% (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(Pi—t. i, Zi) —3; (piv€.€) (i=1,..., k)

undw =1y g, po=q pr=4¢,6 > ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Schritt: Eine Berechnung der Linge n + 1 hat die Form
(q.bw'. Zy ) —m (pow' Y1 12 5) =% (¢ €€

A = Juj,rj.my (j=1,..., 0, Fug, ping (i =2,..., k) mit
(rj_1,v5,Y;) =17 (rj,€,¢€) (Pic1.wi, Zi) =45 (piv€.€)

und w' =y _qus g, ro=p, ri=p1, k=9, Y, mj+ Y. n; =n.

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)

Wenn (q.w. Zy ) =% (¢'.e.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pi—t1.us. Zi) =4k (pise.e) (i=1,..., k)

und w = uy g, po=1q, P =4q, >, ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Schritt: Eine Berechnung der Lange n + 1 hat die Form

(q.bw' . Zy k) =m (p.w'. Y1 0Za 1) =0 (d €€

A= Fuj.rj.my (j=1,.... D), Jug,piong (i=2,..., k) mit

(rj—1,v5,Y;) —nf (rj.€.€) (pic1.win Zi) =00 (pive.e)

und w' = vy_gus, g,

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w, Z1. ) =y (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pim1. 14, Zi) =745 (pi€,€) (i=1,..., k)

und w=uy g, po=q pr=4q, . ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Schritt: Eine Berechnung der Lange n + 1 hat die Form
(q.bw' . Zy ) =m (pow' Y1 029 1) =7 (¢ e€)

IA = 3uj.rj,mi (7 =1,.... D), Fug,piong (i=2,..., k) mit
(rj_1.v5,Y;) =hf (rj.e.€) (Pic1.wi. Zi) =40 (piv€,€)

und w' =wvy qus g, ro=p, i =p1, pr=4q, Y, mj+ Y. n; =n.

Mit Erweiterungslemma: (r;_1.v; 7, Y; 1) —f{}’ (rj vigt1..0. Yie1.0)




Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w.Zy_j) =7 (¢'.e.€) dann gibt es u;, pi, n;, so dass
(pi—t1,ui. Zi) —yp (pi.€.€) (i=1..... k)

und w = uy g, po=19q, pr = ¢, Y, ni = n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Schritt: Eine Berechnung der Linge n + 1 hat die Form
(q.bu". Zy ) = m (pow' Y1 070, ) =% (¢ € €)

A= Juj,rj.m; (j=1...., 0), Jug,ppmg (1=2,..., k) mit
(rj—1,v5, Y;) =07 (rj,€,¢) (pic1. uin Zi) —0) (pio€.€)

und w' =y qus g, o =P, TI=p1, Pk =9, Y, mj+ Y. n; =n.
Mit Erweiterungslemma: (rj_1,v;_1,Y; 1) ﬁ\z{? (rj s vig1.0, Yie1.0)

= (ro,v1.0,Y1..1) Aj{}_l (r1.€.€) wobei ny =1+ >"m;.

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w, Z1_1) =% (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pimt. i, Zi) —3p (pi€.€) (i=1..... k)
undw =1y g, po=q pr=4¢,6 > ni=n.
Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.
Schritt: Eine Berechnung der Linge n + 1 hat die Form
(q. 00", Zy &) = (0o Y 1 Za ) =%y (' €.¢)
A = Juj,rj.my (j=1,..., 0, Fug, ping (i =2,..., k) mit
(rj_1,v5,Y;) =17 (rj,€,¢€) (Pict1.ui, Zi) =35 (pi€,€)
und w' =y _qus g, ro=p, ri=p1, k=9, Y, mj+ Y. n; =n.
Mit Erweiterungslemma: (r;_1,v; 1,Y; 1) —>i{3j (rj. i1, Yig1.0)
= (ro.v1..1.Y1..1) —)j{_}_l (r7,€.€) wobei nq := 143" m;.
Aus (q,bvy 1. Z1) = (pyvr..0. Yio) folgt (po.ur. Z1) =05f (p1.6.¢)
wobei pp := q, w1 = by, p1 =17,
Damit auch w = bw' = by jug =y g und d.ny=n+1. O

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q.w. Zy ) =% (¢'.e.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass
(pi—t1.us, Zi) =4k (pise.€) (i=1,..., k)

und w = uy g, po=1q, P =4q, >, ni=n.

Beweis: Mit Induktion iiber n. Basis trivial.

Schritt: Eine Berechnung der Lange n + 1 hat die Form
(q.bw'. Zy k) =m (p.w' Y1 0Zo 1) =5 (¢ €.€)

A= Fuj.rj.my (j=1,.... D), Jug,piong (i=2,..., k) mit
(rj—1,v5,Y;) —nf (rj.€.€) (pic1. win Zi) =05 (pise.€)

und w' = vy qus g, o =p, i =p1 PR =q, 2, mj+ Y. n; =n.
Mit Erweiterungslemma: (r;_1.v;. 1, Y5 1) %?EH (7. i1, Yig1.0)

= (ro,v1.1, Y1) %R}_l (rp.e,€) wobei ny :=1+ 3" m;.

Aus (¢, bvi.q, Z1) —=ar (p, v, Y1) folgt (po, ut, Z1) =747 (p1,€.€)
wobei pg :=q, ug :=bvy_y, p1 =1y,

Satz 3.53 (Zerlegungssatz)
Wenn (q,w, Z1. ) =y (¢'.€.€) dann gibt es u;, p;, n;, so dass

n;

(Pic1. 14, Z3) =31 (pis€.€) (i=1,..., k)
und w=uy g, po=q pr=4q, . ni=n.
Beweis: Mit Induktion tiber n. Basis trivial.
Schritt: Eine Berechnung der Lange n + 1 hat die Form
(q.bw' . Zy ) =m (pow'. Y1 12 ) =75 (¢ e.€)
IA = 3uj.rj,mi (7 =1,.... D), Fug,piong (i=2,..., k) mit
(rj_1.v5,Y;) =hf (rj.e.€) (Pic1. w3, Zi) =4y (pi€,€)
und w' =wvy qus g, ro=p, i =p1, pr=4q, Y, mj+ Y. n; =n.
Mit Erweiterungslemma: (r;_1.v; 7, Y 1) —fﬁf (rj vigt1..0. Yie1.0)
= (ro,v1..0, Y1.1) —>Rl¥_1 (r1.€.€) wobei ng := 14" m;.
Aus (q,bvy. q. Z1) = (povra. Ya) folgt (po,ur. Z1) =04 (p1.c.6)
wobei pg :=q, uy :=bvy g, p1 =17,
Damit auch w = bw' = bvy jug p=wuy pund S n;=n+1. O




3.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs
Satz 3.54 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Stack akzeptiert, so dass

L(M) = L(G).

3.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 3.54 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Stack akzeptiert, so dass

L (M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von (3 in die Form

A—=bB,...By

wobei b € X U {e}. Methode: Fiir jedes a € X
@ fiige ein neues A, zu V hinzu,

3.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs
Satz 3.54 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Stack akzeptiert, so dass

L(M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von G in die Form

—1—>bBlBR

wobei b € ¥ U {e}.

3.9 Aquivalenz von PDAs und CFGs

Satz 3.54 (CFG — PDA)

Zu jeder CFG G kann man einen PDA M konstruieren, der mit
leerem Stack akzeptiert, so dass

L(M) = L(G).

Konstruktion:
Zuerst bringen wir alle Produktionen von & in die Form

A—bB,.. By

wobei b € X U {e}. Methode: Fiir jedes a € X
@ fiige ein neues A, zu V hinzu,
@ ersetze a rechts in P durch A, (auBer am Kopfende),

© fiige eine neue Produkion A, — a hinzu.




Alle Produktionen in &' = (V, X, P, S) haben jetzt die Form
A—bBy...By
Der PDA wird wie folgt definiert:

M = ({q}

Alle Produktionen in G = (V. %, P, S) haben jetzt die Form
A—=bBy...DBy
Der PDA wird wie folgt definiert:
M = ({g}.2,V,q.5,0)

wobei
(A—=bB)e P = 46(q,b,A) > (q.5)

Alle Produktionen in G = (V, ¥, P, §) haben jetzt die Form
A—bBy...Bg
Der PDA wird wie folgt definiert:

M = (g3 V,q.8

Alle Produktionen in (G = (V, X, P, S) haben jetzt die Form
A—=bBy... B
Der PDA wird wie folgt definiert:
M = ({q}. 5, V,q5,9)

wobei
(A—=b3)e P = d(q,b,A) > (q,73)

also fiiralle b e YU {e} und A €V

5(q.b,A) = {(¢.8) | (A = b3) € P}




Alle Produktionen in &' = (V, X, P, S) haben jetzt die Form

Lemma 3.55
A5 bBy... B Fiir alle u.g € ¥* und v € V* und A € V gilt:
no, A : : . . n oy A
Der PDA wird wie folgt definiert: A —¢& wy mit Linksableitung gdw (q, uv, A) =% (g‘/;; Y)
) o Beweis: _
M = ({q}, %V, q,85,9) Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:
wobei
(A—=bB8)e P = d(q,b, A) 2 (q.B)
also fiir alle be X U {e} und A € V:
5(q.b,A) :=={(q.8) | (A —=bp) € P}
Lemma 3.55 Lemma 3.55
Fiir alle u,v € ¥X* und v € V* und A € V gilt: Fiir alle u,v € ¥* und v € V* und A € V gilt:
A —¢ uy mit Linksableitung gdw (q,uv, A) =%, (q.v.7) A —¢ wy mit Linksableitung gdw (q,uv. A) =%, (g.v.7)
Beweis: Beweis:
Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt: Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:
A %2.“ un A ﬁ%ﬂ un

(==




Lemma 3.55 Lemma 3.55

Fiir alle w,v € ¥* und v € V* und A € V gilt: Fiir alle u,v € ¥* und v € V* und A € V gilt:
A —& uy mit Linksableitung gdw (q.uv, A) =% (q.v.7) A =& wy mit Linksableitung gdw (g, uv. A) =3 (g.v.7)
Beweis: Beweis:
Mit Induktion liber n. Basis n = 0 trivial. Schritt: Mit Induktion iiber n. Basis n = 0 trivial. Schritt:
A %yl T A —>7£-;+l 1wy
= =
B —=bB)e Pw,a A= wBa =g wbba =uy AB —=b3)e Pw,a A= wBa =g wbfa = uy
(dh wb = u,fa = 7) (dh wb = w,fa = %)
= =
(g, wbp. A) =74 (q bf. Ba) A (q.bf. Ba) = (q.F, Ba) (q, wbv, A) =%, (q.bv. Ba) A (q. bv, Ba) = (q. v, Ba)
p==

(¢, uv, A) =3 (q,0,7)

A —¢ uvy mit Linksableitung gdw (g, uv. A) =Y (q.v,7) A —¢ uy mit Linksableitung gdw (g, uv, A) =%, (q.v,7)
Satz 3.56 Satz 3.56
L(G) = L(M) L(G) = L(M)
Beweis:
ue L(G)

< S —¢ u mit Linksableitung




A —¢ uy mit Linksableitung gdw (g, uv, A) =, (q.v,7) A —¢ uy mit Linksableitung gdw (g, uv, A) =%, (g.v.7)

Satz 3.56 Satz 3.56
L(G) = Le(M) L(G) = Le(M)

Beweis: Beweis:

u € L(G) u € L(G)

& S =5 uy-mit Linksableitung A-\_.\q' Y\": 2 < S =% u mit Linksableitung

< (q,u, S) =3 (q.€.€) & (q.u.S) =3 (q.€,¢€)

S u € Le(M) O

Satz 3.57 (PDA — CFG) Satz 3.57 (PDA — CFG)
Zu jedem PDA M = (), %, 1, qo, Zo,0), der mit leerem Keller Zu jedem PDA M = (Q, 3,1, qo, Zp.9), der mit leerem Keller
akzeptiert, kann man eine CFG G konstruieren mit L(G) = L¢(M). akzeptiert, kann man eine CFG ' konstruieren mit L(G') = L¢(M).

Konstruktion: G := (V. %, P, S) mit

Vi=0Q xT'xQuU{S} wobei wir die Tripel mit [, ...] notieren

T




Satz 3.57 (PDA — CFG)
Zu jedem PDA M = (Q.X.1', g0, Zo,0), der mit leerem Keller

akzeptiert, kann man eine CFG G konstruieren mit L(G) = L.(M).

Konstruktion: G := (V. X, P, S) mit
Vi=Q xT'xQuU{S} wobei wir die Tripel mit [.....] notieren

und P die folgenden Produktionen enthalt:

fﬁ4/A)ﬁfbri

Satz 3.57 (PDA — CFG)
Zu jedem PDA M = (), %, 1, qo, Zo,0), der mit leerem Keller

akzeptiert, kann man eine CFG G konstruieren mit L(G) = L.(M).

Konstruktion: ¢ := (V, %, P, .S) mit
Vi=Q xI'xQU{S} wobei wir die Tripel mit [.....] notieren

und P die folgenden Produktionen enthilt:
@ S — [qo, Zo.q fiir alle g € Q
e Fiiralle 6(q,b,7) 3 (r0, Z1 ... Z1)

(% el e A )7'3(__'7" %ug

Satz 3.57 (PDA — CFG)

Zu jedem PDA M = (Q, 2,1, qo, Zo.9), der mit leerem Keller
akzeptiert, kann man eine CFG G konstruieren mit L(G) = L¢(M).

Konstruktion: G := (V. %, P, S) mit
Vi=0Q xT' xQuU{S} wobei wir die Tripel mit [, ...] notieren

und P die folgenden Produktionen enthalt:
@ S — [qo0, Zo,q| fur alle g € Q

0

Satz 3.57 (PDA — CFG)

Zu jedem PDA M = (Q, 3,1, qo, Zp.9), der mit leerem Keller
akzeptiert, kann man eine CFG GG konstruieren mit L(G) = L¢(M).

Konstruktion: G := (V. >, P, S) mit
Vi=0Q xT'xQuU{S} wobei wir die Tripel mit [, ...] notieren

und P die folgenden Produktionen enthilt:
@ S — [qo, Zo, q] fir alle g € Q

@ Fiir alle 8(q.b, Z) 3 (ro, Z1... Zx) und fir a\le@e Q:

lq, Z,ri] = blro, Z1,m1][r1. Za,re] .. [re_1. Zk, Tk)




Satz 3.57 (PDA — CFG)

Zu jedem PDA M = (Q.X.1', g0, Zo,0), der mit leerem Keller
akzeptiert, kann man eine CFG G konstruieren mit L(G) = L.(M).

Konstruktion: G := (V. X, P, S) mit
Vi=Q xT'xQuU{S} wobei wir die Tripel mit [.....] notieren

und P die folgenden Produktionen enthalt:
o S — [q0, o, q| fiir alle g € Q
e Fiiralle 6(¢,b,7Z) > (ro, Z1 ... Zx) und fiir alle rq

lq, Z,rg] — blra, Z1,r1][r1, Zo.ra] .. [re—1, Zk, k)




