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Definition 4.10
Eine Turingmaschine M akzeptiert die Sprache

LIMy={we¥ |dge F.a,3€T* (e,q0,w) =3 (a.q.3)}

Eine Funktion f : N¥ — N heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle nq,...ng,m € N gilt

flni,. .., ng)=m <

dr € F. (e, qo, bin(nqg)Fbin(na)# . . . #bin(nyg))
— (OO, bin(m)O. .. 0O)

wobei bin(n) die Bindrdarstellung der Zahl n ist.

Definition 4.10
Eine Turingmaschine M akzeptiert die Sprache

LIM)={we¥*|3g€ F,a,3€T* (e,q,w) =3 (a,q,5)}

Definition 4.10
Eine Turingmaschine M akzeptiert die Sprache

LM)={weX*|3geF a3 el* (e.q.w) =5y (a,q.5)}

Eine Funktion f : N¥ — N heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle nq,...n%.m € N gilt

flni,..., ng)=m &

dr € F. (e, qo, bin(ny)F#bin(ne)# . . . #bin(nyg))
—y (O O bin(m)d. .. 0)

wobei bin(n) die Bindrdarstellung der Zahl n ist.

Eine Funktion f : ¥* — ¥* heiBt Turing-berechenbar gdw es eine
Turingmaschine M gibt, so dass fir alle u,v € ¥* gilt

fluy=v <<  Frell (eq.u) =y (O...0,r00...0)




Zum Halten/Terminieren von TM

OE(!) kénnen wir festlegen, dass eine TM in der Konfiguration
(v, q. 3) hilt falls g € F'.

Zum Halten/Terminieren von TM

OE(!) konnen wir festlegen, dass eine TM in der Konfiguration
(av, g, ) hdlt falls ¢ € £. Dann gibt es keine Konfiguration
(a'.q".3) mit (a.q.3) = (', ¢, 3.

Ist & partiell, so kann eine TM auch halten, bevor sie einen
Endzustand erreicht.

Daher konnen wir auch annehmen, dass (g, a) undefiniert (bzw )
ist falls ¢ € F.

Zum Halten/Terminieren von TM

OE(!) kdnnen wir festlegen, dass eine TM in der Konfiguration
(e, q. 3) hilt falls ¢ € F'. Dann gibt es keine Konfiguration
(o . 3" mit (a.q,3) = (&4, 5.

Ist & partiell, so kann eine TM auch halten, bevor sie einen
Endzustand erreicht.

Satz 4.11
Zu jeder nichtdeterministischen TM N gibt es eine
deterministische TM M mit L(N) = L(M).

Beweis:

M durchsucht den Baum der Berechnungen von N in
Breitensuche, beginnend mit der Startkonfiguration (e, go, w), eine
Ebene nach der anderen.




Satz 4.11
Zu jeder nichtdeterministischen TM N gibt es eine
deterministische TM M mit L(N) = L(M).

Beweis:

M durchsucht den Baum der Berechnungen von N in
Breitensuche, beginnend mit der Startkonfiguration (e, go, w), eine
Ebene nach der anderen.

Gibt es in dem Baum (auf Ebene n) eine Konfigurationen mit
Endzustand, so wird diese (nach Zeit O(c¢™)) gefunden. ]

Satz 4.12
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Beweis:
Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schéning]).

Satz 4.12
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Satz 4.12
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie.

Beweis:
Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schéning]).

»=—="1 Grammatikregeln kdnnen direkt die Rechenregeln einer TM
simulieren.




Satz 4.12
Die von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind genau die

Typ-0-Sprachen der Chomsky Hierarchie. Eine beliebte Modellvariante ist die k-Band-Turingmaschine:
Beweis:

Wir beschreiben nur die Beweisidee. (Mehr Details: [Schéning]). ‘D‘D‘D a b‘ ala #‘a a b‘ b‘a‘D‘D‘
»==": Grammatikregeln kdnnen direkt die Rechenregeln einer TM M | |

simulieren. ‘D‘D‘b a b‘a a b‘a bl a a‘D‘D‘

,<=": Die (nichtdeterministische) TM versucht von ihrer Eingabe
aus das Startsymbol der Grammatik zu erreichen, indem sie die
Produktionen der Grammatik von rechts nach links anwendet, Die k Képfe sind véllig unabhingig voneinander:

(nichtdeterministisch) an jeder moglichen Stelle. O
§:QxT* = QxI*x{L R N}

Satz 4.13 Satz 4.13
Jede E-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM Jede k-Band-Turingmaschine kann effektiv durch eine 1-Band-TM
simuliert werden. simuliert werden.

Beweisidee: Aus

M |

wird




Beweisskizze:
o I":=(I'x {x,0})*

4.3 Programmieren von Mehrband-TM

Die folgenden Basismaschinen sind leicht programmierbar:

@ Bandi:=Bandi + 1
@ Bandi:=Bandi—1
@ Bandi7:=0

e Band i := Band j

Beweisskizze:

o [7:=(I'x {x,0})k
@ M’ simuliert einen A-Schritt durch mehrere Schritte: M’
o startet mit Kopf links von allen *.
e geht nach rechts bis alle x iiberschritten sind,
und merkt sich dabei (in Q") die Zeichen iiber jedem *.
e hat jetzt alle Information, um d;; anzuwenden.
e geht nach links tiber alle x hinweg und fiihrt dabei das
aus.

Beobachtung:

n Schritte von M lassens sich durch
O(n?) Schritte von M’ simulieren.

Denn nach n Schritten von M trennen < 2n Felder linkesten und
rechtesten Kopf.

Seien ﬂ-[g = (Qg.Z.Fi.('ﬁ‘i.q;‘.D.Ff), i —1,2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von My
und Mo bezeichnen wir mit

— My — My —




Seien ;“llri = ((21 >, Pz‘. (51'. . R fl) i =1,2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M,
und Ms bezeichnen wir mit
— My — My —
Sie ist wie folgt definiert:

M= ((Q1UQ. X, Ty UT2, 8, ¢1,0, F)

wobei (0E) Q1N Qs =0

Sind f1 und fo Endzustande von M so bezeichnet

—s M A My —»
1 fa
M,
!

eine Fallunterscheidung,

Seien ﬂ-[@ = (Qi.E.Fi.(‘:‘i.{ﬁ_.D.f‘}), 1 =1,2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von M,
und My bezeichnen wir mit
— My — My —
Sie ist wie folgt definiert:
M= (QUQ9, X, Ty UTy, 8, q1. 0O, Fy)
wobei (oE) Q1 M Q2 = 0 und

0:=0UdU{(fi,a)— (g2,a.N) | fr € F1,a eI}

Seien ﬂ-[g = (Qg.Z.Fi.('ﬁ‘i.q;‘.D.Ff), i —1,2.
Die sequentielle Komposition (Hintereinanderschaltung) von My
und Mo bezeichnen wir mit
— M| — My —
Sie ist wie folgt definiert:
M:=(QrUQy, X, T Ul d,q. 0, Fb)
wobei (oE) Q1 N Qs =0 und

0 =0 UdU{(f1,a) = (q2,a.N) | f1 € F1,a € I'1}




Sind fi; und f2 Endzustdnde von M so bezeichnet

— M i} My —
1 fa
M,
1

eine Fallunterscheidung,

Sind f1 und fo Endzustinde von M so bezeichnet

—s M A My —»
1 fa
M,
!

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach M iibergeht, und von fa aus nach M.

Die folgende TM nennen wir ,Band=07?" (bzw ,,Band i = 07"):

0(qo,.0) = (q0,0.R)
3qo,0) = (ja,0, L)

Sind fi und fa Endzustinde von M so bezeichnet

— M L M, —
L f2
My
+

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach My iibergeht, und von f> aus nach Mbs.

Die folgende TM nennen wir ,,Band=07" (bzw ,,Band i = 07"):

Sind f1 und fo Endzustinde von M so bezeichnet

— M L My —
1 fo
My
i)

eine Fallunterscheidung, dh eine TM, die vom Endzustand f; von
M nach M iibergeht, und von fa aus nach M.

Die folgende TM nennen wir ,,Band=07" (bzw ,,Band i = 07"):

d(go,0) = (q0,0,R)
o(qo.0) = (ja.O, L)
0(qo,a) = (nein,a,N) fiira £ 0,0




Analog zur Fallunterscheidung kann man auch eine TM fiir eine
Schleife konstruieren

— Bandi=07 2%
T | nein
M

Analog zur Fallunterscheidung kann man auch eine TM fiir eine
Schleife konstruieren

—5 Bandi=07 %
T | nein
M

die sich wie while Band i # 0 do M verhilt.

Moral: Mit TM kann man imperativ programmieren:

if
while

Analog zur Fallunterscheidung kann man auch eine TM fiir eine
Schleife konstruieren

— Bandi=07 2%
T 1 nein
M

die sich wie while Band 7 # 0 do M verhilt.

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen




4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P - X:=X+C
| X:=X-C
| P; P
| IF X =0D0 P ELSEQ END
| LOOP X DO P END

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P - X:=X+C

X:=X-C

P; P

IF X =0D0 P ELSE() END
LOOP X DO P END

wobei X eine der Variablen xq. 21, ...
und C eine der Konstanten 0,1, ... sein kann.

4.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

LOOP, WHILE = strukturierte Programme
mit for/while-Schleifen
GOTO = Assembler

Syntax von LOOP-Programmen:

P - X:=X+C
| X:i=X-C
| P; P
| IF X =0D0 P ELSE() END
| LOOP X DO P’ END

wobei X eine der Variablen xq, 21, ...
und C' eine der Konstanten 0. 1,... sein kann.

Beispiel 4.14
LOOP 9 DO x1 := xp+l1l END




) e ) i . m —mn fallsm >n . e ) ) . m—mn fallsm >n
Die modifizierte Differenz ist m —n = - Die modifizierte Differenz ist m —n = -

0 sonst 0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell):

xr; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.
. e , . . m—n fallsm>n . e . . . m—n fallsm>n
Die modifizierte Differenz ist m —n := - Die modifizierte Differenz ist m —n := -
0 sonst 0 sonst
Semantik von LOOP-Programmen (informell): Semantik von LOOP-Programmen (informell):
x; = x; + n Neuer Wert von x; ist x; + n. x; := x; + n Neuer Wert von xz; ist x; + n.

T xj = n Neuer Wert von z; ist x; ~n. x; = x; — n Neuer Wert von z; ist x; ~n.

Pi; Py Fihre zuerst P, und dann P aus.




Die modifizierte Differenz ist m —n :=

m —mn fallsm>n
0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell):

x; = x; + n Neuer Wert von x; ist x; + n.

x; = x; - n Neuer Wert von x; ist x; — n.
Pi; P» Fihre zuerst P; und dann P aus.

LOOP x; DO I” END Fiihre P’ genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist.

) . ) ) . m—mn fallsm >n
Die modifizierte Differenz ist m —n = { -

0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell):

T xj + n Neuer Wert von z; ist x; + n.
x; = x; = n Neuer Wert von z; ist z; — n.
P1; Py Fiihre zuerst P, und dann P aus.

LOOP x; DO P END Fiihre P genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist. Zuweisungen an x; in P

andern die Anzahl n der Schleifendurchliufe nicht.

Beispiel 4.15
LOOP xp DO @1 := x1+1 END simuliert 1 := 21 + x9p
Zu Beginn der Ausfiihrung stehen die Eingaben in a1, ... ,: k.

Alle anderen Variablen sind 0. Die Ausgabe wird in zq berechnet.

Die modifizierte Differenz ist m —n :=

m —n fallsm >n
0 sonst

Semantik von LOOP-Programmen (informell):

xr; = x; + n Neuer Wert von z; ist x; + n.

z; = x; — n Neuer Wert von z; ist z; —n.

Pi; P, Fiihre zuerst P; und dann P aus.

LOOP z; DO I” END Fiihre I? genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von z; ist. Zuweisungen an z; in I’
andern die Anzahl n der Schleifendurchldufe nicht.

Beispiel 4.15

LOOP x9 DO w1 := x1+1 END simuliert z1 := 21 + x¢

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein
LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:




Definition 4.16
Eine Funktion f : N*¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein

LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq. ..., ng € N:
P, gestartet mit nq,. ... Mg in 21, .., i (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(rn1,..., ng) in xq.

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein

LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ny € N

P, gestartet mit nq, ..., ng in r1,...,. rj (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(n1,..., ng) in xg.

Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein
LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N

P, gestartet mit ny, ..., ng in xy, ... i (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nq,..., ng) in xo.
Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Beweis mit Induktion iiber die Erzeugung/Struktur der
LOOP-Programme.

Definition 4.16
Eine Funktion f : N¥ — N ist LOOP-berechenbar gdw es ein
LOOP-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in @y, ... 5 (0 in den anderen Var.)
terminiert mit f(nq,..., nk) in .
Lemma 4.17

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total.

Beweis mit Induktion iiber die Erzeugung/Struktur der
LOOP-Programme.

Sind alle totalen Funktionen LOOP-berechenbar?




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker®): Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@ I; = I @ 1 = x; = x; = .z'j+ll
Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"): Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

@ I; = Iy = €Ty = ‘!j+[] @ r; = I = €Ty 1= (J+”

@ 1; 1=n = x; 1= I;+n @ 1 1= = Iy i= x4n

(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker®): Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):

o r; = x; = x; := x;+0 @ 1 = x; = x; = xy+l
@ 1 1= = x 1= Itn @ 1y = = 1y = xtn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird) (wobei an x; nirgends zugewiesen wird)
® r; := wrjtry = x; := xj; LOOP xp DO @y := a;+1 @ r; := wjtry = x; = xj; LOOP x3 DO x; := a;+l
(falls @ # k)
@ r; := wyjkry = x; = 0; LOOP xp DO x; := @i+
Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"): Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
@y =, = xp = a;+0 @ 1 =x; = a; 1= x;+0
@ 1; 1=n = x; 1= I;+n @ r; i=n Ty 1= Tn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird) (wobei an x; nirgends zugewiesen wird)
@ 1; := rj+ry = r; := xj; LOOP I} DO & := a;+1 @ 1; := xj+r; = x; := xj; LOOP x3 DO x; := x;+1
(falls i # k) (falls i # k)
@ 1; := rjkry = 13 := 0; LOOP 2y DO xz; := x;+x; @ 1; := xjkr = x; :=0; LOOP x3 DO x; := x;+1;
(falls i # j, k) (falls i # j. k)
e DIV, MOD, ... e DIV, MOD, ...
@ = := komplexer Ausdruck e r := komplexer Ausdruck

@ IF =0 THEN [ END




Syntaktische Abkiirzungen (,, Zucker"):
@ r; =x; = x; = x;40
@ 1 1= = x 1= Itn
(wobei an x; nirgends zugewiesen wird)

® r; := wrjtry = x; := xj; LOOP xp DO @y := a;+1
(falls i # k)

@ r; := wjkry = a; := 0; LOOP @y DO @; := x;+w;
(falls i # j, k)

e DIV, MOD, ...

e = := komplexer Ausdruck

@ IF x =0 THEN P END

WHILE-Programme sind LOOP-Programme erweitert um
WHILE-Schleifen:

P — WHILE X # 0 DO P END

Die Semantik ist wie iiblich.

Fakt 4.18
WHILE-Schleifen kénnen LOOP-Schleifen simulieren.

WHILE-Programme sind LOOP-Programme erweitert um
WHILE-Schleifen:

P — WHILE X #0 D0 P END

WHILE-Programme sind LOOP-Programme erweitert um
WHILE-Schleifen:

P — WHILE X # 0 DO P END

Die Semantik ist wie iiblich.

Fakt 4.18
WHILE-Schleifen kénnen LOOP-Schleifen simulieren.

Fakt 4.19
LOOP-5chleifen kénnen WHILE-Schleifen nicht simulieren.




Definition 4.20
Eine Funktion f : N*¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq,. ... ny € N:

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ny € N:

P, gestartet mit nq, ..., ng in r1,...,. rj (0 in den anderen Var.)

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein

WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in xy, ... i (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(ny...., nk) in o,
falls f(nq,..., ny) definiert ist,

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N

P, gestartet mit ny, ..., ng in @y, ... 5 (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(ny,.... ng) in xg,
falls f(nq,.... ng) definiert ist,

e terminiert nicht, falls f(n1...., ng ) undefiniert ist.




Definition 4.20
Eine Funktion f : N*¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq,. ... ny € N:

P, gestartet mit nq,. ... Mg in 21, .., i (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(nq,..., ng) in xq,
falls f(nq,..., ny ) definiert ist,
e terminiert nicht, falls f(n1,.... nj) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 4.21 (WHILE — TM)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ny € N:

P, gestartet mit nq, ..., ng in r1,...,. rj (0 in den anderen Var.)
e terminiert mit f(nq,..., ng) in xp,
falls f(nq,.... ny) definiert ist,
e terminiert nicht, falls f(ng,..., n ) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:
Satz 4.21 (WHILE — TM)
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Beweis:
Jede Programmvariable wird auf einem eigenen Band gespeichert.

Definition 4.20
Eine Funktion f : N¥ — N ist WHILE-berechenbar gdw es ein
WHILE-Programm P gibt, so dass fiir alle nq, ..., ng € N:

P, gestartet mit ny, ..., ng in xy, ... i (0 in den anderen Var.)
@ terminiert mit f(ny,..., ng) in xo,
falls f(ng,..., ny ) definiert ist,
@ terminiert nicht, falls f(nq,.... ng) undefiniert ist.

Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme simulieren:

Satz 4.21 (WHILE — TM)

Jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch Turing-berechenbar.

Beweis:

Jede Programmuvariable wird auf einem eigenen Band gespeichert.

Wir haben bereits gezeigt: Alle Konstrukte der WHILE-Sprache
kénnen von einer Mehrband-TM simuliert werden,

GOTO ™
/
WHILE
T
LOOP
Ubersetzungen
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