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Ackermann als Familie von Funktionen Ap: An(n) == a(m,n). 4.8 Die Ackermann-Funktion

Nun gilt:
"—10(”) = ,t,-(”) (i'( 0, H) = n +1
Apii(n) = A1) = A, (. A1) a(m+1, 0) = a(m.1)
T alm+1n+1) = a(m,a(m+1,n))
Beobachtung: alle 4,, sind total und PR (mit Ind. tiber m) o Dies ist keine PR Definition.

@ Aber: 2 « ist nicht PR
{Ziel: a isj’g berechenbar, total, aber nicht PR
a0 n = n+l

a (m+1) n iter (n+1) (a m) 1 Fakt 4. O

-
Die Ack rmann—ﬁlutvknon Ist (OCaml[-)berechenbar.
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Mit Currying (z.B. in Haskell):




Ackermann als Familie von Funktionen Ap,: A;n(n) := a(m, n).
Nun gilt:
Ag(n) = s(n)
Amri(n) = A1) = A, .. An(l)...)
1
n-+1

Beobachtung: alle A, sind total und PR (mit Ind. iiber m)

Mit Currying (z.B. in Haskell):

a0 n = n+l
a (m+1) n iter (n+1) (am) 1

iter O fx =
iter (n+1) f x =

Ackermann ist mit primitiver Rekursion héherer Stufe definierbar.

Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.
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Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: ¥n € N. a(m,n) #= L (1)

@ Basis: a(0,n)=n+1# L
e Schritt: afm +1,n)# L (2)
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Man kann auch direkt zeigen:
Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.
Beweis:
Mit Induktion tiber m: ¥n € N. a(m,n) # L (1)
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Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: ¥Yn € N. a(m.n) # L (1)

@ Basis: a(0,n)=n+1# L
@ Schritt: a(m +1,n) # L (2)
Beweis mit Induktion iiber n:
o a(m+1,0)=a(m,1)# L wg (1)
o a(m+ 1,n+1)=a(m,a(m-+ 1,n))

Man kann auch direkt zeigen:

Lemma 4.48
Die Ackermann-Funktion ist total.

Beweis:
Mit Induktion iiber m: ¥n € N. a(m.n) # L (1)

@ Basis: a(0,n)=n+1+# 1L
@ Schritt: a(m+1,n) # L (2)

Beweis mit Induktion tber n:
o alm—+1,0)=a(lm, 1)+ L wg(l)

o alm—+1l,n+1)=alm,a(m+1.n)) =alm,k)

Lemma 4.49

Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vz e NF. £(?) < a(t, max 7).

Lemma 4.49

Fiir jede PR Funktion f : N*¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vE e N*. f(T) < a(t, maxT).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.




Lemma 4.49
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Prinzip: ¢ = Linge der Definition von f.

Lemma 4.49
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vT e N*. f(T) < a(t, max 7).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.
Prinzip: ¢ & Liange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit|
Satz 4.50
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.
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Indirekt. Angenommen a wire doch PR.
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Lemma 4.49
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vz € NF. f(Z) < a(t,max 7).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.

Prinzip: ¢ = Linge der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]

Satz 4.50
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:

Indirekt. Angenommen a wire doch PR. Dann ist auch f PR:

f(n) == a(n,n)

Nach obigem Lemma gibt es ¢t mit f(n) < a(t,n) fiir alle n.

Lemma 4.49
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

vz € NF. f(7z) < a(t,maxx).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.

Prinzip: t ~ Lange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit]

Satz 4.50
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:
Indirekt. Angenommen a wire doch PR. Dann ist auch f PR:

f(n) = a(p.n)

Nach obigem Lemma gibt es ¢t mit f(n) < a(t,n) fiir alle n.
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Lemma 4.49
Fiir jede PR Funktion f : N¥ — N gibt es ein t € N, so dass

Vi € NF. f(7) < a(t, max ).
Beweis:
Mit Induktion iiber den Aufbau der Definition von f.

Prinzip: ¢ & Liange der Definition von f.
Details: [Felscher. Berechenbarkeit|

Satz 4.50
Die Ackermann-Funktion ist nicht PR.

Beweis:

Indirekt. Angenommen a ware doch PR. Dann ist auch f PR:

f(n) = a(n,n)

Nach obigem Lemma gibt es ¢ mit f(n) < a(f,n) fiir alle n.

flt) <alt,t)=f(t) ¢

Oberflachlich intuitiv:

Die Ackermann-Funktion wichst schneller als alle PR
Funktionen.




Oberflachlich intuitiv:
Die Ackermann-Funktion wichst schneller als alle PR
Funktionen.

Genauer:

Die Funktion n v a(n,n) wachst schneller als alle PR
Funktionen.

Oberflachlich intuitiv:

Die Ackermann-Funktion wachst schneller als alle PR
Funktionen.

Genauer:

Die Funktion n s a(n.n) wachst schneller als alle PR
Funktionen.

[ntuitiver Grund:
e Fiir fixes t ist n + a(t.n) PR, denn dies ist A;.
@ A; braucht aber eine PR Definition der Lange O(t).

Oberflachlich intuitiv:

Die Ackermann-Funktion wichst schneller als alle PR
Funktionen.

Genauer:

Die Funktion n v a(n,n) wachst schneller als alle PR
Funktionen.

Intuitiver Grund:

e Fiir fixes ¢ ist n — a(t,n) PR, denn dies ist A;.

Da die Ackermann-Funktion total, berechenbar und nicht PR ist:

Korollar 4.51

Die PR Funktionen sind eine echte Teilklasse der berechenbaren
totalen Funktionen.




Die berechenbaren Funktionen

berechenbar = TM = WHILE = GOTO = xR

total (zB Ackermann)

LOOP = PR

4.9 Entscheidbarkeit und das Halteproblem

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.
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4.9 Entscheidbarkeit und das Halteproblem

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 4.52
Eine Menge A (C N oder X*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

(2) 1 fallsxe A
ALT) 1=
M0 fallse g A

berechenbar ist.
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Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 4.52
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBit entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

() 1 fallsze A
AlLT) =
4 0 falls o ¢ A

berechenbar ist.
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entscheidbar ist.
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e Sei I'={ag,.... ary und Q = {qo. .. .. Int-

4.9 Entscheidbarkeit und das Halteproblem

Ziel: Es ist unentscheidbar ob ein Programm terminiert.

Definition 4.52
Eine Menge A (C N oder ¥*) heiBt entscheidbar gdw ihre
charakteristische Funktion

() 1 fallsze A
vA(r) =
A 0 fallsa¢ A

berechenbar ist.

Eine Eigenschaft/Problem P(x) heiBt entscheidbar gdw {x | P(x)}
entscheidbar ist.

Fakt 4.53

Die entscheidbaren Mengen sind abgeschlossen unter Komplement:
Ist A entscheidbar, dann auch A.

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:

@ Sei I'={ap..... ag} und Q = {qo. .. .. In}-
® 6(gi.aj) = (qi.ay.d) wird kodiert als

Hbin(i)#bin(§)Fbin (i) #bin (") #bin(m)

wobei bin : N — {0.1}* die Binarkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd=L/R/N.




Kodierung einer TM als Wort iiber £ = {0, 1}, exemplarisch:
o Sei I'={agp,.... ag} und Q@ = {qo..... In}-
® 0(gi.aj) = (g, aj . d) wird kodiert als

#bin(i)#bin(j)#bin(i")F#bin(3")#bin(m)

wobei hin : N — {0. 1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd=L/R/N.

e Kodierung von ¢: Konkatenation der Kodierungen aller
d(.,.) = (.,...), in beliebiger Reihenfolge.

Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:
e Sei I'={ap..... ag} und Q = {qo, ..., In}-
® 6(gi.aj) = (gy.ay.d) wird kodiert als

#bin(i)#bin(j)F#bin (i #bin(j")#bin(m)
wobei bin : N — {0. 1}* die Bindrkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd=L/R/N.

e Kodierung von 4: Konkatenation der Kodierungen aller
0(.,.) = (.,.,.), in beliebiger Reihenfolge.

e Kodierung von {0.1.#}* in {0.1}*

0 — 00
1 — 01
# — 11

Kodierung einer TM als Wort iiber ¥ = {0, 1}, exemplarisch:
@ Sei I'={ap..... ag} und Q = {qo. .. .. In}-
® 6(gi.aj) = (qi.ay.d) wird kodiert als
Hbin(i)#bin(§)Fbin (i) #bin (") #bin(m)

wobei bin : N — {0.1}* die Binarkodierung einer Zahl ist und
m=0/1/2fallsd=L/R/N.

@ Kodierung von §: Konkatenation der Kodierungen aller
d(.,.) = (.,.,.), in beliebiger Reihenfolge.

o Kodierung von {0,1,#}* in {0,1}%

0 — 00
1 — 01
# = 11




Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,

Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Definition 4.54
Die zu einem Wort w € {0, 1}* gehorige TM M, ist

VL M falls w Kodierung von M ist
Y M sonst

Die Kodierung TM — {0. 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Die Kodierung TM — {0, 1}* ist nicht surjektiv,
dh nicht jedes Wort iiber {0, 1}* kodiert eine TM.
Sei M eine beliebige feste TM.

Definition 4.54
Die zu einem Wort w € {0, 1}* gehdrige TM AL, ist

Vo M falls w Kodierung von M ist
T M sonst

Die Kodierung von syntaktischen Objekten (Programmen,
Formeln, etc) als Zahlen nennt man Godelisierung und die Zahlen
Gédelnummern.




Definition 4.55 Definition 4.55

Mw] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w" M [w] ist Abk. fiir ,Maschine M mit Eingabe w"
M[w]| bedeutet, dass M [w] terminiert/halt.

Definition 4.55 Definition 4.55
M w] ist Abk. fiir ,,Maschine M mit Eingabe w" M w] ist Abk. fiir ,,Maschine A mit Eingabe w"
M {w]| bedeutet, dass M [w] terminiert/hilt. M|w]] bedeutet, dass M [w] terminiert/hilt.
Definition 4.56 (Spezielles Halteproblem) Definition 4.56 (Spezielles Halteproblem)
Gegeben: Ein Wort w € {0, 1}*. Gegeben: Ein Wort w € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe w 7 Problem: Halt M, bei Eingabe w 7
Als Menge:

K :={w e {0.1}" | My[w]l}




Satz 4.57
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.
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Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:
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M . ja
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w M A | nein !




Satz 4.57
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y g ist berechenbar.

Dann ist auch f berechenbar:

w) — 1 falls xg(w) =0
fler) = {J_ falls \(w) = 1

Berechnet die TM M y g so berechnet M’ f:

M’ . ja
Band=(07?—— stop
w M ?n |nein .

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

Satz 4.57
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y g ist berechenbar.

Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \K(u') =0
Jlw) = {¢ falls v g (w) = 1

Berechnet die TM M yj so berechnet M’ f:

M . ja
Band=07?=—>stop
w M A | nein !

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

flwh=1L & yg(w)=1
s Myl

Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y i ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \f((ii‘) =0
fw) = {L falls g (w) = 1

Berechnet die TM M y i so berechnet M’ f:

M . ja
Band=0?—=stop
w M ?n |nein .

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

Jfw=1 & yg)=1

Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \f((ii‘) =0
Jw):= {L falls g (w) = 1

Berechnet die TM M i so berechnet M’ f:

M . ja
Band=0?=—>stop
w M A | nein !

Dann gibt es ein w’ mit My, = M'.

flwh=1L & yg)=1
S My [w'l]




Satz 4.57
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y g ist berechenbar.

Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \K(il') =0
J(w) = {J_ falls g (w) = 1

Berechnet die TM M y g so berechnet M’ f:

M’ . ja
Band=(07?—— stop
w M ?n |nein .

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

f(“'l) =1 & \K(H"] =1
& Myl < MW

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w,x € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe & ?

Satz 4.57

Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Angenommen, K sei entscheidbar, dh y i ist berechenbar.
Dann ist auch f berechenbar:

N 1 falls \f((ii‘) =0
fw) = {L falls g (w) = 1

Berechnet die TM M y i so berechnet M’ f:

M’ = ja
5]3 d=02=—3:(3
w M ?n |nein

Dann gibt es ein w’ mit M, = M’.

Jfw=1 & yg)=1

& Myl o MWl o f)=1

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)
Gegeben: Worter w,x € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe x: ?

Als Menge:
H = {w#az | My[z|l}




Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w,x € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe = 7

Als Menge:
H = {w#ax | Myx]}}

Satz 4.59
Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w, x € {0, 1}*.
Problem: Halt My, bei Eingabe = 7

Als Menge:
H = {w#x | Myx]]}

Satz 4.59
Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Beweis:
Waiare H entscheidbar, dann trivialerweise auch K :

Y (w) = xg(w, w)

Definition 4.58 ((Allgemeines) Halteproblem)

Gegeben: Worter w,x € {0,1}*.
Problem: Halt M, bei Eingabe & ?
Als Menge:
H = {w#x | My[z|l}

Satz 4.59
Das Halteproblem H st nicht entscheidbar.

Beweis:
Waire H entscheidbar, dann trivialerweise auch K':

v (w) = xg(w,w)

Definition 4.60 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C T'™
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mit
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Wir schreiben dann A < B.
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Definition 4.60 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C T'™
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : X* — I'™ gibt
mit

VweX. weAs f(w)eB
Wir schreiben dann A < B.

Intuition:
@ B ist mindestens so schwer zu |6sen wie A.

@ Ist A unlésbar, dann auch B.




Definition 4.60 (Reduktion)
Eine Menge A C ¥* ist reduzierbar auf eine Menge B C T™
gdw es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'™ gibt
mit

VweX . weAs f(w)e B
Wir schreiben dann A < B.

Intuition:
@ B ist mindestens so schwer zu |6sen wie A.
@ Ist A unldsbar, dann auch B.

@ Ist 3 18sbar, dann erst recht A.

Lemma 4.61
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Lemma 4.61

Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und yp sei berechenbar.

Lemma 4.61
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und yp sei berechenbar.
Dann ist xp o f berechenbar und y4 = ypo f:




Lemma 4.61

Falls A< B un;& ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
Dann ist yp o f berechenbar und y4 = ypgo f:

xA(r) = { é j ; 4= { é ;E:; ;B = xB(f(x))

Korollar 4.62
Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B
unentscheidbar.

U

Satz 4.64
Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Hy = {u' € {0 J_}* | jlru:[dl}

Lemma 4.61
Falls A < B und B ist entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

Beweis:
Es gelte A < B mittels f und xp sei berechenbar.
Dann ist xyp o f berechenbar und y4 = ygo f:

wo={ g 154 ={0 fgh —wie) o

Korollar 4.62
Falls A < B und A ist unentscheidbar, dann ist auch B
unentscheidbar.

Beispiel 4.63

Da K < H (mit Reduktion f(w) := w#w) und K unentscheidbar
ist, ist auch H unentscheidbar.

Satz 4.64
Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Ho = {w e {0,1}" | My[e]l}

Beweis:
Wir zeigen X' < Hp mit einer Funktion f: {0,1}* — {0,1}".




Satz 4.64
Das Halteproblem auf leerem Band, Hy, ist unentscheidbar.

Ho = {w € {0, 1} | My[e]L}

Beweis:

Wir zeigen K < Hp mit einer Funktion f: {0.1}* — {0,1}*.
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Beweis:
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