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2. Thema: Lésung HA 4.3 -_\ ]
HA 4.3:
Behauptung:

Es seien I und H aussagenlogische Formeln mit
E(F—H).

Seien Vg bzw. Vi die Menge der der aussagenlogischen Variablen,
welche in F' bzw. H vorkommen. Es gelte Vr NV = 0.

Dann gibt es stets eine aussagenlogische Formel (&, so dass gilt:

E(F—G)und |= (G — H), wobei Vo C VrnVy.
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Bemerkungen:
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Bemerkungen:

1. Der Satz wird u.A. als Interpolationssatz in der Aussagenlogik
bezeichnet.

2. Derjenige Teil der Variablen von ', die nicht in H vorkommen,
machen es offenbar moglich, Fallunterscheidungen fir F' zu
betrachten, aus denen stets H folgt, denn die Fallunterscheidungen
beeinflussen offenbar nicht die Giiltigkeit von H.
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Aufgabe: .. \ ..
(a) Es gelte "a g @ )

F=((AN=(B—-C)Vv-(BvC)—A))und
H=((ANC)— D).

(i) Zeigen Sie, dass tatsichlich = (F' — H) gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass die Behauptung fiir diese gegebenen Formeln
F, H korrekt ist, indem Sie eine entsprechende Formel ¢
konstruieren.

Hinweis: Stellen Sie die Wahrheitstabelle zu (F' — H) auf, um
= (F — H) zu zeigen. Uberlegen Sie sich dann, in welchen
Zeilen dieser Tabelle fiir die gesuchte Formel &G
notwendigerweise eine 1 eingetragen werden muss.

(b) Zeigen Sie, dass die Behauptung stets gilt, indem Sie lhre
Konstruktion aus (a) verallgemeinern und die Korrektheit der
Konstruktion zeigen.
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= ( = Erster Teil der Wahrheits(wert)tabelle fiir 3(D) = 0: = (
o O o
Losung: e el : a
u A| B |C|D| ANBA=C) | mANBVC) | F | H L
010|010 0 0 01 1
0)1]0|1]0 0 1 11 1
01|01 0 0 1 11 1
o110 0 1 11 1
110010 0 0 01 1
110110 0 0 0,0 1
111010 1 0 11 1
11110 0 0 0,0 1
%JD[:.SWemer Meixner E\ %JD[:.SWerner Meixner Ex
2 B g 2 B g
= ( = Erster Teil der Wahrheits(wert)tabelle fiir 3(D) = 0: = (
o O o
Losung: el : a
. u A| B |C|D| ANBA=C) | mANBVC) | F | H L
4.3a (i): olojolo | o 0 0 1] 1
Vorbereitung: 00110 0 1 111 1
F'ist eine Disjunktion der linken Seiten von 011 )00 0 1 1)1 1
o110 0 1 11 1
AAN-(B—C) = AA(BA-C)  und 110100 0 0 01 1
~(BVC)— A) = —~AA(BVC). Lioj1pod o 0 0101 1
111010 1 0 11 1
Fir H gilt die Aquivalenz 11110 0 0 010 1
H=-Av-CvD.
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4.3a (ii): ( 4.3a (ii): " [/_'
e " Esgilt VeV ={A,C}. e "
Ersetzen wir die Aussagenvariable B in F' durch die Aussage false
bzw. true und bezeichnen die erhaltene Formel mit £y bzw. F3,
dann kénnen wir die Formeln F; und F; vereinfachen wie folgt:
Fr = ((An—(false — C')) Vv —((false v C') — A))
= —AnNC,
Fo = ((AA—(true — C))V ~((true vV (') — A))
= ﬁ(fl A C) .
%JD[:.SWerner Meixner E\ %JDDr.SWerner Meixner Ex
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Offenbar gilt Offenbar gilt = =
G=FVF=ANC)V=(ANC)==(ANC)=F,. = G=FVF=(-AANC)V=(ANC)=-(ANC)=F, S
A|lB|C|D| E=-(ArC) |G| F|H "e AlB|C|D| E=-(Are) |G| F|H|CG—-H " °°
o000 1 1101 1 00|00 1 11011 1
ojoj1|0 1 1111 1 ojo0|1,0 1 1111 1
o100 1 1111 1 oj110/0 1 1111 1
oj1]1/0 1 1111 1 oj11/0 1 1111 1
110|010 1 1101 1 110]0]0 1 11011 1
110|170 0 0O|j0]o0 1 110]|1]0 0 0|00 1
111|070 1 1111 1 1(1]10]0 1 1111 1
11110 0 0O|j0]o0 1 1(1]1]0 0 0|00 1
z0 DS

(©Dr. Werner Meixner

=\

zU Ds -
(©Dr. Werner Meixner b\




4 .3b:

Bemerkung: Das Verfahren hing lediglich davon ab, ob B eine ", " 2
Variable in VF und gleichzeitig nicht in Vi war.
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Bemerkung: Das Verfahren hing lediglich davon ab, ob B eine ° o
Variable in Vr und gleichzeitig nicht in Vi war.

Selbstverstandlich kann man dieses Verfahren mit jeder Variablen
aus Vi \ Vi nacheinander durchfiihren, solange bis Vi \ Vi leer ist.

Seien {Ay, Ao, ..., A, b = Ve \ Vi mit n paarweise verschiedenen
Variablen A4;.

Dann gibt es 2" Moglichkeiten, alle 4; gleichzeitig durch konstante
Aussagen zu ersetzen.
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Wir beweisen nun ein Reduktionsverfahren fiir eine einzelne m N =
=]

Variable x, d.h. wir beweisen den folgenden Satz. m

Seien = € Vi \ Viy und ' — I allgemeingiiltig.
Dann gilt

Q@ FF—F;VE.

Q@ EFVvE —H.

© v ¢ Vi, UV

Natirlich steht hier 2 fiir eine beliebige, aber bestimmte Variable.
Im strengen Formalismus des Aussagenkalkiils kommen hier
diejenigen Variablen in Frage, die man als Variable sozusagen
.deklariert” hat, z.B. p,qg,r,s,....
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Wir beweisen nun ein Reduktionsverfahren fiir eine einzelne o «
Variable -, d.h. wir beweisen den folgenden Satz. “ e

Seien x € Vi \ Viy und ' — H allgemeingiiltig.
Dann gilt

Q@ FF—F;VvE.

Q@ FFrVvE —H.

Q »¢ Vp, UVE,.

Natiirlich steht hier x fiir eine beliebige, aber bestimmte Variable.
Im strengen Formalismus des Aussagenkalkiils kommen hier
diejenigen Variablen in Frage, die man als Variable sozusagen

. deklariert” hat, z.B. p.g,r,s,....
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Beweis von (1):
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Beweis von (1):

Man erzeugt den Syntaxbaum zu einer gegebenen Formel.

An den Blattern des Baumes stehen die Variablen und die

atomaren Ausdriicke true oder false

Wir ersetzen in den Blattern der Formel F' die Variable = durch
den Ausdruck true bzw. false und bezeichnen die erhaltene Formel

mit £} bzw. Fy.
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Zu beweisen ist: " 1 a
[F' — Fy Vv F,](3) =1 fiir alle passenden Belegungen der Variablen
von F'— Iy v F.
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Beweis von (2):
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Falls [Fy)(3) = 1. :{f_:
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Falls [F}](3) = 1, =7
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3. Hinweise und Tipps zu HA Blatt 5

Die folgenden Hinweise und Tipps zu Hausaufgaben der
DS-Ubungsblatter von Prof. Esparza sind fiir die Bearbeitung nicht
notwendig, moglicherweise aber hilfreich.

Man sollte zunachst versuchen, die Hausaufgaben ohne
Hilfestellung zu ldsen.
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Falls [Fi](3) =1,

dann definieren wir eine Belegung (' der Variablen
{oyuVp, UVE UH,
so dass #'(x) = 1 und #'(y) = B(y) fiir alle y € Vi, UVE, UH.

Nun gilt
[Fyv F— H|(3) = [F— H](73)
= [Fr — H|(#)
= [F— H|(#)
= 1.
zU DS 2 Thema: Lésung HA 4.3
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ad HA 5.1: g s Beispiel: fa®
Es gilt
AV (ANB) (disjunktives Absorptionsgesetz)
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Beispiel: g ® Es gilt g o
Es gilt
AV(ANB)=A. (disjunktives Absorptionsgesetz)
Linke und rechte Seiten sind bereits in DNF.
Allerdings ist die linke Normalform nicht vollstandig.
Um eine vollstandige Normalform zu erhalten, muss
BV -B = true
passend verwendet und vereinfacht werden, wie folgt:
z0 Ds
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Beispiel: g ®
Es gilt

AV(AANB)=A. (disjunktives Absorptionsgesetz)

Linke und rechte Seiten sind bereits in DNF.
Allerdings ist die linke Normalform nicht vollstandig.

Um eine vollstandige Normalform zu erhalten, muss
BV —-B = true

passend verwendet und vereinfacht werden, wie folgt:
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Es gilt .

AV (AADB)

(AN(BV-B)V(AADB)
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Durch Probieren kann man aber oft kiirzere Umformungsketten
finden.

()
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ad HA 5.2:

Die DNF hat den Vorteil, dass sie unmittelbar aus einer
Wahrheits(wert)tabelle abgelesen werden kann.

Man beachte dabei, dass zur Auswahl einer Zeile natiirlich die der
Zeile entsprechenden 0,1-Werte aller Parameter erfiillt sein miissen.
Man bendtigt nur die Zeilen fiir den Wahrheitswert 1.
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ad HA 5.3: | g"

Der DPLL-Algorithmus 2 der Vorlesung wird zunachst z.B. die
Variable A wahlen und mit einer Fallunterscheidung

F[A\true] bzw. F[A\false]

die Variable A aus den Klauseln bzw. die entsprechende Klausel
eliminieren.
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