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1. Fragen, Anregungen?
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2. Thema: Wachstumshierarchie von Funktionen .. (-

2.1 Hierarchie und Satze
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2. Thema: Wachstumshierarchie von Funktionen =

2.1 Hierarchie und Satze

Das asymptotische Wachstum von Funktionen f.g : N — R fir
n — oo kann durch Einordnung in eine quasilineare
Wachstumshierarchie von Funktionen untersucht werden.
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2. Thema: Wachstumshierarchie von Funktionen - r. Niitzlich ist die folgende Auswahl aus dieser Hierarchie. - \. .
2.1 Hierarchie und Satze “af "o
Das asymptotische Wachstum von Funktionen f. g : N — R fiir
n — o< kann durch Einordnung in eine quasilineare
Wachstumshierarchie von Funktionen untersucht werden.
Es stehen die folgenden Relationen zur Verfligung:
O f < o(lgl), oder g € w(|f]), oder f < g,
@ /€ O(|gl), oder g € Q([f]),
Q@ f£0(|gl), oder [ =g
Q@ f~g,dh lim () =
n—oc | g(n)
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g B g g 0 g
e . . . | = Die folgenden Satze iiber die 0.g. Relati ind leicht =
Nitzlich ist die folgende Auswahl aus dieser Hierarchie. - = ¢ f)gen en .a z§ ! e.r I(.e 0-6 .ea. 1onen sind felcht zU
. f . beweisen, und sie sind niitzlich, weil Sie es gestatten, nahezu aﬂ_eﬂ
Firalle k e N, e,c c RT mit 0 < e <1 < cgilt g ® Aufgaben lber den Vergleich von Wachstum algebraisch zu g
beweisen.
0 < 1 < loglogn < logn < logFn < eViogn o e o
< n =< nlogn < n° < (logn)logn < plogn
< < n =<t <<
Man beachte die Beziehungen fiir asymptotische Gleichheit:
ny” -
n!  ~ V2mn (—) . (Stirling)
€
Inn! ~ nlan.
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Die folgenden Satze iiber die o.g. Relationen sind leicht zu = = =
beweisen, und sie sind niitzlich, weil Sie es gestatten, nahezu aﬂ_eA _' '_"
Aufgaben (ber den Vergleich von Wachstum algebraisch zu g E LR
beweisen. Die algebraische Behandlung von Wachstumshierarchien stammt
von Godfrey Harold Hardy (G.H. Hardy).
Satz 1: y Y ( )
Q@ a cRT = a-f=f.

Q0<frl<g = f<f9g.
Q0<hnf<g = f-h=<g-h.

(folgt aus (3))

Q h=f = [+h~[

@1<f<g = cfl < clo®l fir alle .
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Beispiel 1:
2.2 Beispiele
Beispiel 1:

n? +nlogn ~ n?:

Da nlogn < n?, folgt die Behauptung mit Satz 1.4.
Beispiel 2:

n? 4+ nlogn ~ n?:
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Wie wirken sich unterschiedliche Basen von Logarithmen aus?
2.2 Beispiele
Beispiel 1:
02+ nlogn ~ 02

Da nlogn ~ n?, folgt die Behauptung mit Satz 1.4.

Beispiel 2:

0® +nlogn ~ o

n?logn < n® folgt aus Satz 1.3, der Rest folgt wieder mit Satz 1.4.

Beispiel 3:
n® ~ n?logn:

Es gilt 1 < logn. Dann folgt die Behauptung mit Satz 1.2.
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Beispiel 5:

zU Ds
(©)Dr. Werner Meixner

13zue09.pdf - Adobe Acrobat Professional

Jj Fle Edit View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

L RIS RV S ES SN -] 2 [

- &- M=o s OO0 72

Beispiel 7:
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Wir beweisen eine Beziehung der Auswahl aus der Hierarchie.

Beispiel 6:
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Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ = 0.
Nun konstruieren wir ein natiirliche Zahl n.., so dass gilt
- . Losung:
n > n.((logn < c-207, . .
2 e [(log ) } Es ist zu zeigen:

Ve > 0dn. € N¥n > n, ||(log ):2)2| < - 21“"} .

Sei b eine beliebige zuldssige Basis.

Wir |6sen die Formel schrittweise auf.

70 DS Z0 DS 2.2 Beispiele
(©Dr. Werner Meixner

(©)Dr. Werner Meixner

13zue09.pdf - Adobe Acrobat Professional

13zue09.pdf - Adobe Acrobat Professional
[} Fle Edit View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

Jj Fle Edit View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

@Bk G G ee v ] Gl T @i/ ) § e[ HR [0 |
- &- Al A= 007 - &-4 =0 0007

Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > 0.

Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ = 0.
Nun konstruieren wir ein natiirliche Zahl n,., so dass gilt

Nun konstruieren wir ein natiirliche Zahl ., so dass gilt

vn = n, [(logn®)* < c- 227, “n > n.[(logn?)? < ¢ 2nn].
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Nun benutzen wir die Ungleichung +* < 2° fiir = > 10.

zU Ds
(©)Dr. Werner Meixner

13zue09.pdf - Adobe Acrobat Professional

Jj Fle Edit View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

I D] - [

- &- M=o s OO0 72

Bemerkung:
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3. Vorbereitung auf zirkulares Rechnen

3.1 Zirkulare Operationen

Beispiel:
Operation (+1) auf {0,1,2,3}:
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Rechnen modulo m

ZU DS
(©Dr. Werner Meixner




13zue09.pdf - Adobe Acrobat Professional

Jj Fle Edit View Document Comments Forms Tools Advanced Window Help

Al D] - [

@& M=o, D07 -

Davon abgeleitet ist die Definition der
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3.2 Rechnen modulo m

Operation mod : Z x N — Z:
Teil 1:
Zeigen Sie fiir alle a,b € Z und m € N:
a = amodm (modm),
(a+ b)modm [(amodm) + (bmodm)] modm,

(a-b)modm [(amodm) - (bmodm)] mod m .
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@ Zu beweisen ist: a = amodm  (mod m)

Teil 2:

In enger Beziehung zur mod-Operation steht die
ganzzahlige Division « div i zweier Zahlen a € Z,m € N.

Es gilt
a = (adivm)-m + (amod m) .
Berechnen Sie:

(iy 5div 4, (i) (—5) div 4, (i) (=) div 1.
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Darstellung;:
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