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Ubersicht:

1. Ubungsbetrieb: Fragen, Probleme?
.,Das Versteh' ich nicht!“

2. Thema: Induktionsbeweise

3. Vorbereitung  auf TA Blatt 4:

Vollsténdige Induktion (VA 1)
Grenzwert und Wachstum (VA 2, VA 3)
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2. Thema
1. Ubungsbetrieb 2.1 Induktionsbeweis

1.1 Fragen, Probleme?

?
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2. Thema

2.1 Induktionsbeweis

Bemerkung: Das Pradikat P(n) ist nicht identisch mit der
Aussage, die man beweisen will. Die Frage der Anpassung des
Schemas an z.B. absteigende Folgen ganzer Zahlen oder den
Induktionsanfang stellt sich nicht.
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Man beachte:

z0 DS
TUT o werner i

1=A

Sei P(n) ein Pradikat fiir natiirliche Zahlen.
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Bemerkung: Das Pradikat P(n) ist nicht identisch mit der
Aussage, die man beweisen will. Die Frage der Anpassung des
Schemas an z.B. absteigende Folgen ganzer Zahlen oder den
Induktionsanfang stellt sich nicht.

ZU Ds
m (©Dr. Werner Meixner

127

Beim Beweis der Formel (2) geht man wie folgt vor.

Induktionsanfang : Es gilt P(1):

Induktionsschritt : Es gilt (Vi € N)[P(n) = P(n+1)].
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3. Vorbereitung auf Tutoriibungen Blatt 4 3. Vorbereitung auf Tutoriibungen Blatt 4

3.1 VA 1, Induktion 3.1 VA 1, Induktion

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion

fiir alle » € R mit —1 < = und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

T4+ me < (1+a)™.

Geben Sie zundchst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fur beliebiges « unter der Annahme —1 < =

nach dem angegebenen Schema durch.
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3. Vorbereitung auf Tutoriibungen Blatt 4 Losung:

3.1 VA 1, Induktion

Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion
fur alle z € R mit —1 < z und m € Ny
die Bernoullische Ungleichung

I+mae <(1+a2)".

Geben Sie zunichst ein geeignetes Pradikat P(n) an
und fiihren Sie den Induktionsbeweis

fur beliebiges x unter der Annahme —1 <

nach dem angegebenen Schema durch.
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Induktionsanfang :

Induktionsschritt :

Es gilt P(1):
P(1) bedeutet

14+0-2

<(1+2)"dh1<1.

Also gilt P(1).

Es gilt (Vi e N)[P(n) = P(n+1)].

Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:

Induktionsannahme : Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).
Es gilt P(n+1):

Induktionsschluss :

(14 x)”
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I+ )" "1+

(14 (n—1D)x)(1+2) LA Pln)

1+ (n—Dz+z+ (n—1)z?

1+ nx. w.z.b.w.

3.1 VA 1, Induktion
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Losung:
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Induktionsanfang :

Induktionsschritt :

Es gilt P(1):
P(1) bedeutet

1+0-2

<(1+2)0 dh1<1.

Also gilt P(1).

Es gilt (v

m e N)[P(n)= P(n+1)].

Der Induktionsschritt wird gezeigt durch:

Induktionsannahme: Sei n € N beliebig. Es gelte P(n).
Es gilt P(n+1):

Induktionsschluss :
14z =
=
>
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(1+z)" Y1 +x)

(I14+ (n—0Da)(1l+z) LA Pln)

1+ (n—1ax+a+ (n—1)a>

14 nx. w.z.b.w.
Induktion

12\

3.2 VA 2, Grenzwert und Wachstum
VA 2.1
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Losung: Losung:
Sei f(n) = 7 fiir alle n € Ny,

Dann haben wir zu zeigen

Ye > 0 dn. € Ng V> n,.) [

=R
= f"l .
n—+1
Wir erfiillen

schrittweise den obigen pridikatenlogischen Ausdruck
von , links nach rechts” gemiB der Klammerung

1
Ve >0 [In. € No ['v-'n > e Hil < e l]”
n+1
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Als Erstes nehmen wir ein beliebiges ¢ > 0 an. Als Erstes nehmen wir ein beliebiges ¢ > 0 an.

2

Den Existenzbeweis fiithren wir wieder konstruktiv.
Wir konstruieren ein geeignetes n,. wie folgt:

Fir dieses ¢ > 0 ist Folgendes nachzuweisen.
1
n+1

A

dn. € Nyg {v’n > ne {
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Nun miissen wir zeigen, dass gilt

Vn > ne I < c- 1] .

n—+1
VA 2.2
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Losung:

Tatsachlich miissen wir im Wesentlichen nur einige Bezeichnungen 3.3 VA 3. Wachstum von Funktionen

ersetzen.

lim f(n) =0 <= (V& >03n.eNy¥n>n) [|[f(n)—0] <]

n—oc

— (Ve>03n.eNgVn>n) [|f(n)| <c-1]

— f(n)eo(l).
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Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > 0.
Nun konstruieren wir ein natiirliche Zahl .., so dass gilt

Losung: 2y:
(Yn > n.) [(logn?)? < c- ol .
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Nun benutzen wir die Ungleichung 2% < 2% fiir z > 10. Nun benutzen wir die Ungleichung =% < 2° fiir 2 > 10.

Die Ungleichung folgt leicht aus 3 lna < @ ln2 fir 2 > 10.

<c

SR

Dann gilt fiir > 10 und

ke

2=t 0T,
x

e
&

Nun setzen wir x. = max{10, ’ﬂ} und 1. = [e™]

und erhalten fiir alle n > n. die gewiinschte Ungleichung.
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Sei ¢ eine beliebige reelle Zahl mit ¢ > 0.

Nun benutzen wir die Ungleichung 2% < 27 fiir = > 10. Nun konstruieren wir ein natiirliche Zahl .., so dass gilt

i i i 3lne < xln? fir 2 > 10.
Die Ungleichung folgt leicht aus 3Inx < 2 1n2 flir > 10 (Y = n,) [(log n2)? < (:-21“”}.

Dann gilt fir > 10 und Jﬁ <ec U
mformung:

5. 4 .
(log, n?)? = b2 S(lnn)? < .2,

kea?="10% <. 07,
T

Nun setzen wir . = max{10, %} und n,. = [e”] Wir bezeichnen Inn mit
d.h. wir setzen = = Inn,

P — 4
und wir setzen k = RS

und erhalten fiir alle n > n. die gewiinschte Ungleichung.
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Nun benutzen wir die Ungleichung 2% < 2% fiir z > 10.

@ Sei f(x) = apa™ +ay_12" N+ 4+ ajx 4+ ag mit a; € R,

an # 0.
Man zeige f(z) = O(2™).
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Losung:
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