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1. Ubungsbetrieb

2. Thema: Geheimnis funktionaler Aufschreibung
Fragen zu Mid- und Endterm?

Klausurergebnisse
Klausureinsicht
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Wir betrachten den folgenden Klammerausdruck:

(O0OONI)0)
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2.2 Zusatzaufgabe 5
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2.2 Zusatzaufgabe 5

Um Klammerausdriicke zu zahlen, beschrankt man sich auf
Ausdriicke ohne Variable und einen einzigen Klammertyp von
offnenden und schlieBenden Klammern ,, (" bzw. ,,)". Man
betrachtet also eine Menge K C {(.)}" von Wértern iiber der
Zeichenmenge {(, )}, die mit folgenden Regeln shnlich der Bildung
von arithmetischen Ausdriicken erzeugt werden kann. Dabei
bezeichne = das leere Wort. K heit Menge der korrekten
Klammerausdriicke iiber {(,)}.

e c € K,
e we K — (w) e K,
o wi,wy € K — wiwy € K.
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Die Anzahl von korrekten Klammerausdriicken mit » € Ny
offnenden Klammern heiBt Catalan-Zahl C,,.

Wir messen die Linge der Worter tiber {(,)}* auf mehrere Arten.
Seien |w| bzw. |wl|y die Anzahl der in w enthaltenen &ffnenden
bzw. schlieBenden Klammern.

Wir nennen u ein Anfangsteilwort (Praefix) von w, falls es ein

Wort v gibt, so dass w = uw gilt. Wir nennen ein Wort w € {(,)}*
semipositiv, falls [u|( > |ul) fir alle Anfangsteilworte u von w gilt.
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Wir bezeichnen die Menge der korrekten Klammerausdriicke
w € K der Gesamtlange |w| = |w|¢ + |w|y = n fiir alle n € Ng mit
K,, dh K,={weK; |w=n}.
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Die Bestimmung von | K | ist Spezialfall des Ballot-Problems
mit & = |w| und b = |w|y und w € KJ,.

3. Vorbereitung auf TA Blatt 11

31VA1

In einem Rangierbahnhof gibt es 30 parallel laufende Gleise, auf
denen Schwertransporte zusammengestellt werden. Wegen der
tibermaBigen Breite der Ladung konnen keine zwei Ziige auf
benachbarten Gleisen plaziert werden.

Wie viele Moglichkeiten gibt es, 9 (nicht unterscheidbare) Ziige auf
die Gleise so zu verteilen, dass sich die Ziige nicht behindern?
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3. Vorbereitung auf TA Blatt 11

31VA1

In einem Rangierbahnhof gibt es 30 parallel laufende Gleise, auf
denen Schwertransporte zusammengestellt werden. Wegen der
tibermaBigen Breite der Ladung konnen keine zwei Ziige auf
benachbarten Gleisen plaziert werden.

Wie viele Méglichkeiten gibt es, 9 (nicht unterscheidbare) Ziige auf
die Gleise so zu verteilen, dass sich die Ziige nicht behindern?
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An den 10 Stellen vor oder nach einem Zug kénnen noch 13 freie

Gleise eingefiigt werden.
Losung: . - - . o
Die Verteilung entspricht einer Zuordnung von n. = 13 nicht

In dieser Aufgabe treten erstmalig Nebenbedingungen auf, deren unterscheidbaren Gleisen auf » = 10 unterscheidbare Stellen.

Beachtung vorbereitende Uberlegungen erfordern.
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3.2VA 2
Sei I die Menge aller Abbildungen einer Menge M in die Menge C
der komplexen Zahlen. Wir definieren fur alle f € Fund g € F

die Summe, i.Z. f+¢g, bzw. das Produkt,i.Z. f-g,

als diejenigen komplexwertigen Funktionen /i bzw. k, fiir die fiir
alle z € M gilt
hz) = (f+a)(x)
k(z) = (f-a)(=)

flx)+g(z) bzw.
flx)-g(x).
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Entsprechend fithren wir liber der Menge F' — F der
Operatoren tiber £ Addition und Multiplikation wie folgt ein.
Q@ I ist ein Ring beziiglich
obiger Addition ,,+" und Multiplikation ,,-".
Beweis!

Geben Sie die entsprechenden neutralen Elemente
beziiglich + und - an.
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Losung: Losung:

Da Addition und Multiplikation in C

beides assoziativ und kommutativ sind,

gilt dies auch fiir die entsprechend induzierten Verkniipfungen
von komplexwertigen Funktionen.

Entsprechend folgt die Distributivitat.

Dazu die folgende Rechnung fiir alle 2 € M:

I

[f+ (g+ h)|(=) )+ glx) + hiz) = [(f+g)+h](x),
[f- (g W]x) flz) g(z) - hx) [(fg)-h](x).
[f-(g+ M) = flx)-gla)+ fla) -hla) =[(f-9) +(f h)(x).
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1. F ist eine Gruppe beziiglich , +": 1. F ist eine Gruppe beziiglich ,,+":

Es geniigt, die Losbarkeit der Gleichung f + h = g fir alle
Funktionen f,g € F' zu beweisen.

Seien f,g € F'.
Wir definieren h € I fiir alle = € M durch h(z) = g(x) — f(x).

Dann folgt fiir alle z € M
(f+h)() = fla)+ h(z) = fla)+ (g(z) — flz))
= g(x), d. h.
f+h = g.

Das neutrale Element bezgl. + ist die konstante Funktion e(a) = 0.
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2. I ist ein Monoid beziiglich ,,-":

@ Sei o die Komposition von Operatoren. Man zeige fiir alle
Operatoren A, B, C' liber F':

(A+B)oC=A0C+Bo(C (Rechtsdistributivitat).
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Losung:

Fur alle f € F gilt
© Sowochl der Translationsoperator F als auch der

[(A+B)oCl(f) = [A+BlC(f)) Differenzenoperator A sind Beispiele fiir Operatoren iiber F'
AC(H) +B(C() (wobei M = 7).
= Begriindung!

[Ao Cl(f) + [BoC)(f)

= [(AeC)+(BoO)|(f), g.ed.
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33VA3

Lésung:
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©Q Sei M = 7. Zeigen Sie E™ € OP fiir alle n € Z.
@ Sei M = Z. Zeigen Sie E" € OP fiir alle n € Z.

@ Man zeige fiir alle a € op und Operatoren B, C iiber F die
Linksdistributivitat

Losung:

Ao (B+C)=A.0oB+ A, oC.

© Seien a;,b; € op fiir alle ¢, 7 € N. Man zeige

() () - X3 em.
i=1 j=1

i=1 j=1
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@ Man zeige fiir alle @ € op und Operatoren B, C' iiber I die
Linksdistributivitat
Bemerkung: A, 0o(B+C)=A,0c0B+ A,0C.
Wegen " : Z 5 v — x+n € Z folgt fiir alle n € Z
E"(f)(x) = fz+n),

in Erweiterung von Beispiel 199 der Vorlesung fiir n € Ny,
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Ein Operator A iiber F' heiBt linear, wenn fiir alle f,g € F,a € C
gilt
Alf+9)
Alaf) =

(Additivitat),
(Homogenitat).
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Additivitat:
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1=A

Linksdistributivitat:
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L=A

© Seien a;,b; € op fiir alle 7, j € N. Man zeige

i=1 j=1
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(Z A“L) o (Z Bb]) = Z Z(A“'I o
i=1 =1

By).
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Losung:

3.4 VA 4
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Die Ausdriicke auf den Gleichungsseiten sind i. A.
Lésung:

uotienten von polynomiellen Ausdriicken,
Fiir die steigende Fakultt gelten fiir alle ganzen Zahlen g € Z Q Pol

die beiden fundamentalen Gleichungen und stellen Elemente dar (sog. Briiche von Polynomen) aus dem

2 (z+g)= sl und r-(z+1)7 =9t Quotientenkorper C(x) iiber dem Polynomring C[x]

Fiir die fallende Fakultit gelten fiir alle ganzen Zahlen g € Z
entsprechend die beiden fundamentalen Gleichungen

- (z—g)= sl und r-(x—1)2= o
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Ubersicht:

Wegen
Steigende Fakultit: B _ B
— , 9 (v 4g) =29t und - (r+1)9 =29t
n > 0: " =z(z+1)(z+2) ... (z+n—-1),
n=20: 2 o=1, gilt fir alle n € Z
. m_ 1
n < 0 = (z4n) (z4+(n+1))- ... (2=2)-(z—1) *
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Wegen

29 (x4 g) = 297! und a- (w4 1) = 297!
Man zeige:

@ Fiir alle n € Z gilt Val = n(r — 1)2=L, gilt fur alle n € Z

Benutzen Sie die Gleichung £-V = A

zusammen mit Lemma 203 fiir den Beweis! Aa™

(+1)" —a™
(x4 l)m- (r+1+n—-1) — - (z+ l)m
(x4 n)(x + Nt — . (x4 1)1

=n(z+1)" .
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Losung:

In Lemma 203 wurde die Gleichung
Ax® = pa2=t

Man zeige:

@ Fiir alle n € Z gilt Valt =n(z— 1)2=L bewiesen.

Benutzen Sie die Gleichung £ -V = A
zusammen mit Lemma 203 fiir den Beweis!
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Losung:

Es gilt
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